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RESUMO

Neste trabalho propde-se uma metodologia parasanali estabilidade das estruturas
com comportamento fisico ndo-linear através darh@cdo do menor fator critico de um
carregamento aplicado. Métodos numeéricos e técnamamputacionais relevantes séo
apresentados e revistos. As estruturas sdo modelesdado-se do método dos elementos
finitos. Sdo desenvolvidos elementos de barragredsionais e de placas com momentos
fletores e volventes. A ndo-linearidade geométéicnsiderada através de uma formulagéo
Lagrangeana total. Utiliza-se o método do arcoailco para tracar o caminho de equilibrio
para incrementos do carregamento. A andlise debitisiade é realizada para cada
incremento de carga considerando as propriedadedine@res fisicas dos materiais. O
problema de autovalor, que permite identificar perriticos, € formulado através do método
energético. Como a formulacdo proposta determivariacdo da matriz de rigidez tangente
de forma analitica, o problema de autovalor € védolcom precisdo. Avalia-se o valor
esperado do menor fator de carga critico, que smorele ao valor efetivo quando este ocorre
no proprio intervalo de carregamento. Dessa foronprocedimento é capaz de identificar
pontos limite e de bifurcacdo em estruturas comenzas n&o-lineares. A metodologia
proposta é implementada na linguagem C++ e aspeei®ggntes do desenvolvimento sao
salientados. Exemplos sdo apresentados e comentados



ABSTRACT

The purpose of this work is the stability analysistructures with nonlinear physical
behavior by determining the least critical loadtdac Relevant numerical methods and
computational techniques are presented and revielMed structures are modeled by the
finite element method. A tridimensional beam eletraard a plate element with bending and
torsional moments are developed. The geometricimeanity is considered using the total
Lagrangean formulation. The cylindrical arc-lengtiethod is used to trace the equilibrium
path for incremental loading. The stability anadys carried out at every load increment
taking into account the material nonlinear physpralperties. The eigenvalue problem, that is
formulated using the energy method, can identiftycat points. As the proposed formulation
attains the analytical form of the tangent stiffh@matrix variation, the eigenvalues are
determined with great precision. The expected leatstal load factor value is evaluated and
corresponds to the effective value when it is witthie load increment interval. Therefore the
procedure can identify limit and bifurcation poimtsstructures with nonlinear material. The
proposed methodology is implemented in C++ langwagerelevant features are pointed out.
Examples are shown and commented on.
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1 INTRODUCAO

1.1  HISTORICO

FRUCHTTENGARTEN (2005) apresenta um breve histérido estudo da
flambagem. Os estudos sobre o tema iniciam-se cwWos&VIII. Os primeiros estudos sobre
o fenbmeno da flambagem séo atribuidos a Eulerequé&759 elaborou um modelo analitico
linear elastico para uma viga comprimida.

SCHULZ e REIS (2003) citam que o estudo da respaoéialinear geométrica
também recebe a atencdo dos pesquisadores ha sécidss. Bernoulli (1654-1705) e Euler
(1707-1783), por exemplo, ndo limitaram seus esuts pequenos deslocamentos. Apos 0
inicio do século XIX Navier (1785-1836) consolid@u teoria de viga para pequenos
deslocamentos, e 0 uso da aproximagao linear passonais estudado.

As pesquisas iniciais ndo se limitaram ao campuocigdpois diversos ensaios sobre
flambagem foram elaborados. Fairbairn em 1854 cinchesquisas empiricas relacionadas a
flambagem lateral de vigas. Burr em 1884, Marburgl®09 e Moore em 1910 realizaram
ensaios para confirmar a relacdo entre a resist&wcimomento fletor e o indice de esbeltez
da aba comprimida de uma viga.

Em 1899 Prandtl e Michell formularam as equacdderelciais que regem a
flambagem de vigas de secédo transversal retangmaregime elastico. Por volta de 1910
Timoshenko estende esse estudo, incluindo o empariaram vigas de secéo |.

Vlasov em 1936, Bleich em 1952 e Timoshenko em 186&m importantes
contribuicdes a teoria de flambagem lateral desviga

Solugcbes numéricas, obtidas por céalculo manual, agfiesentadas por Winter em
1943, Massonet em 1947, Flint em 1951, Poley end,18alvadori em 1955 e Austin em
1955. No entanto, a necessidade de extensos caloulta a obtencao de resultados préticos.

A partir da década de 1960 solucdes mais acurada®istidas com o advento da

computacdo e a utilizacdo de métodos numéricosuadeg. Em 1970 Barsoum e Galagher
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propdem a utilizacdo do método de elementos firgara a anélise da flambagem por flexo-
torcéo.

Elementos finitos tridimensionais para analise ivd®ar também sdo desenvolvidos
desde o inicio dos anos 1960. Progresso signifcdti atingido por Bathe e Bolourchi
(1979), que implementaram os métodos incrementidlizando formulacdo Lagrangeana
Total e formulacéo Lagrangeana Atualizada.

No caso mais geral a analise nao-linear pode eewxolalém de grandes
deslocamentos, grandes deformacfes e grandes esta@mo e Vu-Quoc (1986)
desenvolvem um elemento finito tridimensional patacdes finitas baseado na formulacao
Lagrangeana Total.

Em 1969 a formulacdo co-rotacional para elementodo$ é apresentada por
Wempner. Belytschko (1973) e Argyris (1982), entrétros, aperfeicoam essa técnica.
Grandes rotagbes sao tratadas com uma formulagé@otazmonal por CRISFIELD (1991
p.211).

A pesquisa sobre o tema prossegue intensamentaliagsatuais. Uma consulta
realizada em 22/set/2006 no sitio www.sciencedoent listou 142 trabalhos publicados,

apenas no ano de 2006, que tratam simultaneamefieamtbagem e elementos finitos.

1.2  CONTRIBUICOES AO TEMA

As contribui¢cdes ao tema sdo em grande numero entam a época de Euler (1785).
Buscando-se a situacdo das publicacdes sobre ddemna pesquisadas as seguintes bases de
dados:

a) Biblioteca do Centro Tecnoldgico da UFF;
b) Biblioteca da PUC-Rio;

c) Banco de teses e dissertacdes da CAPES;
d)IBICT — CCN;

e)SciELO;

f) Periddicos da CAPES.

A Tabela 1.1 apresenta os quantitativos de teshbssertacdes referentes ao assunto
flambagem obtidos no banco de dados da CAPES i@ jde 2006. De um quantitativo de
97 trabalhos verifica-se que 37% estéo relacionadosilise ndo-linear.
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Tabela 1.1 — Levantamento de teses e dissertagdesnco de dados da CAPES.

Palavra chave Dissertacoes de Teses de Doutorado
Mestrado (DM) (TD)
Flambagem 77 20
Flambagem n&o-linear: 29 7

A Tabela 1.2 lista as teses de doutorado por otenoldgica, e a Tabela 1.3 lista as

dissertacbes de mestrado obtidas nesse levantamento

Tabela 1.2 — Lista de teses de doutorado relacaanadlambagem

AUTOR

TITULO

DATA

TIPO

OBSERVACAO

Luiz Tarcisio
Souza

Um sistema para analise
incremental estatica e
dindmica de cascas em
processo de flambagem
com computacao grafica
interativa

01/01/1991

TD

NAO-LINEAR

Francisco Carlos
Rodrigues

Estudo tedrico-
experimental de perfis d
chapa dobrada
submetidos a compressé

10

©01/02/1993

TD

NAO-LINEAR

Nelson Dos
Santos Gomes

Pilares mistos tubulares
de ago e concreto

01/09/1994

TD

Severino P.
Cavalcanti
Marques

Um modelo numérico
para analise de estruturag
de materiais compostos
considerando efeitos
viscoelasticos e falhas
progressivas

S

01/04/1994

TD

NAO-LINEAR

Joao Alberto
Venegas Requen

Carregamento critico de
instabilidade geral de
pilares de secéo

acomposta variavel, de
edificios industriais
metalicos

01/10/1995

TD

Paulo Shigueme
Ide

Analise de vibragdes
livres em torno de
configuracoes
deformadas em placas
comportamento
geometricamente nao-
linear pelo método dos
elementos finitos

01/12/1995

TD

NAO-LINEAR
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AUTOR TITULO DATA TIPO | OBSERVACAO
Anélise do
comportamento e da
7 Arlene Maria . \reS|s,t_enC|a de; estruturas 01/07/1996| TD
Sarmanho Freitas metalicas trelicadas
sujeitas a interacao entre
modos de flambagem
Luis Eustaquio Aspectos singulares das
8. -ustaq trelicas de bambu: 01/04/1998 TD
Moreira ~
flambagem e conexdes
Osvaldo Casares Controle ativo das y
9. Pinto vibragdes nédo-lineares de01/08/1999 TD NAO-LINEAR
estruturas flexiveis
. . Acoplamento e interagac
Zenon Jose modal na instabilidade "
10. | Guzman Nufiez | .~ . 01/05/2001| TD NAO-LINEAR
dindmica de cascas
Del Prado S
cilindricas
Modelos analiticos no
estudo do comportamento
11. | Roberto Ramos Jrestrutural de tubos 01/12/2001 TD
flexiveis e cabos
umbilicais
A three layer quasi 3d
12. | Airton Nabarrete finite element model for 01/05/2002 TD
structural analyses of
sandwich plates
Andlise tedrica e
Elaine Garrido experimental da
13. instabilidade torcional de 01/05/2002| TD
Vazquez : .
perfis formados a frio sop
compressao centrada
Um modelo pra analise
Marcelo Audusto da instabilidade dos
14. 9 reforcadores no processp01/09/2002| TD
Leal Alves o
de fabricacéo de tubos
estruturados
Norman Adrian Elementos de cascas
15. ; aplicados a materiais 01/12/2002] TD
Millan Neumann L
compositos
Andlise de estabilidade
Koii De Jesus local em perfis de secéo B
16. ) aberta em aco e resina | 01/02/2003| TD NAO-LINEAR
Nagahama :
reforcada com fibra de
vidro
Andlise experimental da
: flambagem distorcional
Santiago em perfis de paredes
17. | Venancio M p € P 01/05/2003 TD
finas e secéo aberta, solp

Sanchez Perez

forca de compressao

excéntrica
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AUTOR

TITULO

DATA

TIPO

OBSERVACAO

18.

Humberto
Correia Lima
Junior

Avaliacéo da ductilidade
de pilares de concreto
armado, submetidos a
flexo-compresséao reta
com e sem adicao de
fibras metalicas

01/07/2003

TD

19.

Elaine Toscano
Fonseca

Comportamento de viga
de aco sujeitas a cargas
concentradas atraves de
técnicas de inteligéncia
computacional

\"2J

01/09/2003

TD

20.

Mauro Jacinto
Pastor Braga

Instabilidade de
armaduras de tracéo de
linhas flexiveis

01/09/2003

TD

(banco de teses e dissertacdes da CAPES).

Tabela 1.3 — Lista de dissertagfes de mestradela@conadas a flambagem

AUTOR

TITULO

DATA

TIPO

OBSERVACAO

Juan Angel Rond
Vasquez

182

Estudo comparativo de
matrizes geomeétricas
para analise da
estabilidade de porticos
espaciais

01/11/1987

DM

Catia C. Bandeira
de Figueiredo

Um modelo matematico
para estabilidade elastic
de cascas cilindricas
enrijecidas

801/06/1988

DM

Donald Mark
Santee

Estudo do acoplamento
modal, da quebra de
simetria e das
distribuicdes de energia
na perda de estabilidade
de cascas cilindricas sof
a acao de cargas
combinadas

01/09/1988

D

DM

Lea Mara Benatti
Assaid

Técnicas para a
determinacao de cargas
de flambagem a partir
das freqUéncias naturais
de vibracao

01/06/1989

DM

Sandro Borges de
Almeida

Instabilidade de
estruturas metalicas
planas compostas de

01/12/1989

perfis de chapa dobrada

DM
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AUTOR TITULO DATA | TIPO | OBSERVACAO
Desenvolvimento e teste
Expedito Baracho de uma tesoura de
6. P madeira com barras 01/02/1990| DM
Junior
duplas e chapas-prego,
para telhados
Verificacdo de um
método pratico para
7 Jose Maur(_) da | dimensionamento de 01/12/1990| DM
Costa Martins colunas de concreto
armado submetidas a
flexdo composta obliqual
Kennedy Diniz do Analise e sintese de
8. N&SCi y placas sanduiche 01/10/1990| DM
ascimento
reforcadas
Lilian Dutra Modelo de elementos
9. Giannini finitos para estabilidade | 01/09/1990 DM
iannini , .
de perfis de paredes finas
Analise ndo-linear
Ricardo Azoubel | geométrica de cascas x
10. o e . Y 01/01/1990 DM NAO-LINEAR
da Mota Silveira | cilindricas isotrépicas e
enrijecidas
Técnicas gréficas e
computacionais para a
11. Sgrglo Lw; a_lnallse de oscilagbes N4%1/06/1991 DM
Millon Junior lineares e caos em
sistemas estruturais
suscetiveis a flambagen
Dimensionamento a
Renato Silva flambagem de pilares de
12. concreto armado 01/12/1991 DM
Bernardes ) ~
submetidos a flexao
composta reta
Modelo de elementos
13, Alberto Vilela finitos para flambaggm 01/02/1991 DM
Chaer de estruturas espaciais @€
concreto armado
Eliane Redina Determinacéo da
14. gna | capacidade maxima de | 01/12/1991 DM
Flores de Oliveiral .
placas cisalhadas
Edmundo Queiro; Instabilidade e vibracdes
15. T de colunas esbeltas sobf®1/06/1993| DM
De Andrade L
base elastica
Alguns aspectos da
._ .| fundamentacao tedrica e
16. Geraldo Donizett dimensionamento de 01/03/1994| DM

de Paula

elementos comprimidos
de aco
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AUTOR TITULO DATA | TIPO | OBSERVACAO
Estudo comparativo de
Joao Chafi modelos para analise de
17. Hallack estabilidade de vigas 01/09/1994 DM
curvas
Analise experimental do
Marcos Mendes fendbmeno de "steady tilt]
18. L : sob enfoque da teoria de 01/06/1994| DM
de Oliveira Pinto | | . ~ ;
bifurcacao dos sistemas
dindmicos
Avaliacéo e padronizacao
10. RICB:I.’dO Alfonso | de porticos trellllgadias 01/09/1995 DM
Armijos Galarza | leves para edificacbes
industriais
Otimizagéo de estruturas
20. Eva_ndro Parente su1e|t§s a |_nsta~b|I|dade 01/04/1995 DM
Junior global: aplicacéo a
trelicas planas
Adao Roberto Analise ndo-linear fisica 3
21. | Rodrigues e geomeétrica de barras d@®1/05/1995 DM | NAO-LINEAR
Villaverde secao aberta
Determinacéo da
29 Rouverson concentracao de tensoe301/07/1995 DM
Pereira da Silva | em furos circulares de
placas cisalhadas
Ronaldo Silveira Flambagem local de
23. vigas de ago sujeitas a | 01/12/1995| DM
de Souza
cargas concentradas
O efeito dos apoios
24 Marcus _ elasticos em bflrras | 01/03/1996] DM
Thompsen Primo | longas de secéo delgada
aberta
Anaydia | o fambagen
25. | Fernandes Dos b )ag 01/08/1996| DM
Rei lateral com torgéo de
eis .
vigas de aco
Aécio Pereira Estudo da resisténcia de
26. colunas curtas de perfis | 01/09/1996| DM
Cardoso :
tipo rack
Proposicao de uma curva
. de flambagem para perfis
27. Eoberval Jose | soldados formados por| 01/04/1997) DM
imenta
chapas cortadas a
macarico
Andlise e ensaios de
g Lucio de painéis laminados de 01/06/1997 DM

Camargo Fortes

grafita/epoxi em pos

flambagem
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AUTOR

TITULO

DATA

TIPO

OBSERVACAO

29.

Juliano Casarin
Ozores

Andlise de estabilidad
estatica de casca
achatadas de dup
curvatura em materia
isotrépicos, utilizandg
modelo de elementq
finitos

e
AS

a
s01/10/1997
)
S

DM

30.

Sérgio José Prior
Jovino Marques

Comportamento
Estrutural N&o Linea
Geomeétrico de Edificio
em Concreto Armado e
Laje Cogumelo

r
501/11/1997
m

DM

31.

Elaine Garrido
Vazquez

Estabilidade e resisténc
de perfis de chap
dobrada afetados pe
modo distorcional

ia
6(‘)01/02/1998

DM

32.

Luciano Jorge de
Andrade Jr

Anadlise estrutural da|
chapas metdlicas de sil
e de reservatorio
cilindricos

S
;61/05/1998

DM

33.

Janes Cleiton
Alves de Oliveira

Estimativa do
global de esbeltez d
edificios altos de
concreto armado

indice

nY

01/05/1998

DM

34.

Joelma
Magalh&es Bragal

Estudo de estaca
metalicas submetidas
esforcos laterais er
argilas moles

S
T?)1/10/1998

DM

35.

Willian Mota
Baldoino

Simulacdo numérica d
comportamento mecanid
de uma barra de materi
composto: analis
estatica e de estabilidad

1/11/1998

DM

36.

Clodoaldo Cesar
Malheiros
Ferreira

Andlise ndo-linear en
pilares de pontes e
concreto armado cof
vaos biapoiados

0
0
=)
¢l
g
N
b
n

1/12/1998

DM

NAO-LINEAR

37.

Branca Freitas de
Oliveira

Programa computaciona
para modelagem de
cascas de materiais
compostos com analise
acoplada de
viscoelasticidade e falha
progressivas

01/02/1999

DM

38.

Kepler
Cavalcante Silva

Andlise Experimental d
Barras Comprimidas d
Estruturas Metélica
Espaciais

e
501/02/1999

DM
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AUTOR

TITULO

DATA

TIPO

OBSERVACAO

39.

Romel Dias
Vanderlei

Andlise experimental de
pilares de concreto
armado de alta resisténg
sob flexo compressao
reta

i81/03/1999

DM

40.

Frederico
Guilherme de
Freitas Bueno

Estudo de perfis u

simples de chapa dobrac
submetidos a compressé
excéntrica

131/03/1999
RO

DM

41.

Silvana de Nardin

Estudo tedrico-
experimental de pilares
mistos compostos por
tubos de ago preenchidg
com concreto de alta
resisténcia

S01/03/1999

DM

42.

Stefane Rodrigue
Xavier

)

Influéncia da Interac&o
Modal na Instabilidade
de Placas

01/04/1999

DM

43.

Walter Menezes
Guimaraes Junior

Avaliacao do Efeito das
Imperfeicbes sobre a
Flambagem de Estrutura
sob a Agéo de Cargas
Dependentes dos
Deslocamentos

1%1/04/1999

DM

44,

Patricia Cristina
Silva Costa
Santana

Curva de Flambagem
para Perfis "S" Formado
a Frio

501/05/1999

DM

45.

Christovao
Pereira Abrahdo

Efeito da reducéo da are
colada no
comportamento mecanid
de vigas e de colunas dg
madeira laminada de
eucalyptus grandis -

a

51/09/1999

DM

46.

Tiago Guizzo

Lacos de Histerese
Elastoplasticos Gerados
sob Carregamentos
Complexos

02/09/1999

DM

NAO-LINEAR

47.

Leonardo Vilain
Jodo

Estimativa da resisténcia
Gltima de colunas
avariadas de plataforma
semi-submersiveis

=

S01/10/1999

DM

48.

Luiz Antonio De
Souza

Flambagem Lateral com
Torcao de Vigas de Aco
em Regime Elasto-
Plastico

01/10/1999

DM
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AUTOR TITULO DATA | TIPO | OBSERVACAO
Analise de porticos
metalicos planos com
49. Wagner Luiz de conexdes seml-rlgldas 01/11/1999 DM
Mello considerando a néo-
linearidade fisica e
geométrica
Fernando Marcus Elementos multicamadas
50. | da Rocha X ”01/03/2000| DM
) para laminados
Cerqueira
Andlise de Segunda
Ordem Geomeétrica
51 Jimmu de (Flambagem) de PO[“COSOUOS/ZOOO DM
Azevedo lkeda | Planos e Comparagdes
com Normas de Concreto
Armado
Mecancre a | 18IS Sperenta ]
52. | Silva Severo P - P 01/10/2000, DM
. com enrijecedor
Junior . .
intermediéario
Andlise da flambagem
Andre Luiz de por cisalhamento de
53. | Lucas Verri placas laminadas na 01/11/2000, DM
Nunes presenca de tensdes
térmicas
54. | Marcos portico: 6as CoM | 41/12/2000 DM
. restricbes de flexibilidade
Guilherme
e flambagem
Pilares de Concreto:
55 Carlqs Eduardo | Analise do 01/02/2001 DM
Pereira Comportamento do
Estribo Suplementar
Daniel Leonardo .
56. | Braga Rodriguez | CStapilidade de colunas| 1010001 py
Jurjo Sujeitas ao peso proprio
Aeide waleska | (TN 02 Ahas
57. | Alves de » POSIa POS- 1 41/06/2001] DM
critica de estruturas
Carvalho :
trelicadas
Determinacéo
experimental da carga de
58 Flavia Caetano flambage_m e da . 01/07/2001 DM
Carvalhar excentricidade acidental
de pilares compostos de|
madeira
José Anchieta Analise Nao-Linear 3
59. Geomeétrica e Material de01/10/2001) DM | NAO-LINEAR

Junior

Torres de Transmissao
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AUTOR TITULO DATA | TIPO | OBSERVACAO
Modelagem paramétrical
60. Germano _ de 'czpmpostas h~|draullcas,blllzlzoo1 DM
Gavarrao Freitas | andalise de tensdes e
estabilidade estrutural
Flambagem Térmica de
61 Rafael Familiar | Um Sistema Plpe-ln-PIp(301/03/2001 DM
Solano Dual em Aguas
Profundas
Mauricio Carmo Comprimento efetivo de
62. colunas de aco em 01/09/2001] DM
Antunes - L
porticos deslocaveis
Flambagem Local de
63. Pgt,rl_czla Reis Dutos Sujeitos a 01/09/2001 DM
Vitoria Carregamentos
Combinados
Rafael Carreiro Modelo para Andlise da
64. : Estabilidade de Dutos em01/09/2001| DM
Carletti . e
Meio Elastico
- Flambagem de perfis de
65. Marqlo Andrade aco de paredes delgadas@1/12/2001] DM
da Silva ~
secao aberta
Restabelecimento da
Marco Antonio Resisténcia Limite
66. Compressiva de Colunas01/12/2001| DM
Maddalena .
Avariadas de Plataformas
Semi-Submersiveis
Analise de estruturas
metalicas reticuladas
67. | Rogerio Mitsuo | planas considerando a | ,1/059002 pM | NAO-LINEAR
dos Santos nao-linearidade fisica em
sistemas nao-
conservativos
68. | de Holanda planas sc X 01/07/2002 DM
N solicitagcdes com énfase [a
Macédo S
problemas multiobjetivos
Projeto 6timo de porticos
69. | Anderson Pereira| planos com restricdo a | 01/08/2002| DM
flambagem
Caracterizacao Fisica e
Mecéanica de Colmos
Martha Lissette | Inteiros do Bambu da
70. Sanchez Cruz Espécie Phyllostachys 01/08/2002 DM
Aurea: Comportamento a
Flambagem
Analise do
71 SllVla_l dos Santos Compqrtarnento e da 01/09/2002 DM
Pereira Resisténcia de Pilares de

Aco Eletrossoldados
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AUTOR TITULO DATA | TIPO | OBSERVACAO
Interacéo flambagem
global - flambagem local
79 Warlley Soares | em Pllares metalicos de 01/09/2002l DM | NAO-LINEAR
Santos secao | duplamente
simétricos sob
compressao uniforme
Estudo comparativo e
Antonio Carlos critico entre normas de
73. Viana Silva projeto de estruturas de | 01/09/2002| DM
aco de edificio de
edificio
Contribuicdo ao estudo
Andre Luiz de flambagem em dutos N
74. Lupinacci Massa rigidos submarinos 01/03/2003) DM | NAO-LINEAR
P conduzindo fluidos
aguecidos
Estudo critico das
metodologias de calculos
75. | Arcadio Angst | Para perfis dobrados a |y y3/5004) py
frio de vigas tipo canal
sem enrijecedores de
borda
Flambagem por distorcap
Gustavo Monteiro da secao transversal em
76. | de Barros perfis de aco formados & 41 /04/2003 DM | NAO-LINEAR
Chodraui frio submeNtldos a i
compressao centrada e a
flexado
Aurélio de Lima e Estudo do
77. Silva comportamento estrutural01/06/2003] DM
do sistema telha-terca
Adriana Eatima Uma contribuicdo ao
78. | Tonidandel estudo da 1esIStencia 89 v1/07/2003 DM
Andrade ogo.de pilares de aco
parcialmente protegidos
Vigas mistas com laje
Daniela Lemes trelicada e perfis
79. David formados a frio: andlise | 01/07/2003] DM
do comportamento
estrutural
Analise dinamica de
30, Dary Lottmgr linhas erX|ve|s,cqm 1 01/07/2003 DM | NAO-LINEAR
Kayser Junior elemento de pértico ndot
linear geométrico hibridg
Estudo experimental do
81 Fabiana Freitas | comportamento de 01/08/2003| DM

Nogueira

pilares mistos sujeitos a

flexo-compresséao
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AUTOR TITULO DATA TIPO | OBSERVACAO
Daniela Lobo Deformacdes reoldgicas
82. . de estacas esbeltas em | 01/09/2003] DM
Francisco .
solos argilosos
Antonio Alberto Estabilidade de cascas 3
83. . laminadas cilindricas 01/12/2003 DM | NAO-LINEAR
Almeida i
circulares
Andlise da flambagem dge
painéis enrijecidos
g4, | Claussius solicitados por 01/12/2003 DM | NAO-LINEAR
Pimentel carregamento axial
uniformemente
distribuidos

Tabela 1.3 — Lista de dissertagfes de mestradela@conadas a flambagem

A Tabela 1.4 apresenta alguns trabalhos de pesdatados da década de 1980, que

(banco de teses e dissertacdes da CAPES).

mostram que o assunto tem sido pesquisado no Prasiais de 25 anos.

Tabela 1.4 — Trabalhos da década de 1980 rela@srmuhstabilidade

AUTOR TITULO DATA
. .| Influencia da interacao entre modos e
Ricardo Coscarelli | . e
e imperfeicdes na flambagem de cascas 1981
Antonini e . o
cilindricas axialmentecomprimidas
Renato Bertolino | Bifurcagcéo secundaria instavel em placas 1984
Junior retangulares
_ | Uma formulacédo discretizada da teoria |da
Ricardo Coscarelli N o . ]
Antonini estabilidade elastica para anélise estrutural vial986
elementos finitos
Luiz Fernando Contribuicao ao estudo da flexdo de barras 1987
Taborda Garcia com forte ndo linearidade geométrica
Ricardo Valeriano | Andlise modal assintética da estabilidade| de 1989
Alves estruturas reticuladas espaciais
Sandro Borges de | Instabilidade de estruturas metalicas planas 1989
Almeida compostas de perfis de chapa dobrada

Da mesma forma que a lista de teses e dissertagdssada, a lista de trabalhos
internacionais sobre esse assunto é bastante axtadi&ando a grande importancia que é

dispensada a pesquisa do tema tanto em ambitanaagioanto internacional.
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1.3 OBJETIVO

O objetivo deste trabalho é desenvolver e implearamha metodologia que avalie a
estabilidade de wuma estrutura modelada por elemerfinitos, determinando-se
numericamente o menor fator critico relativo acegamento aplicado. Nesta metodologia
considera-se a influéncia tanto da ndo-linearidgbenétrica quanto da nao-linearidade fisica
nos elementos de discretizagao.

1.4 RELEVANCIA DO ASSUNTO

BAZANT (2003, p.xxi) destaca a relevancia do assuogo no inicio de seu trabalho,
ao salientar quefdlhas de muitas estruturas de engenharia caem @ das duas simples
categorias: (1)falha de material e (2)instabilidadstrutural”. Acrescenta que, normalmente,
as falhas de material sdo adequadamente estimamlasonihecimentos basicos de mecanica e
resisténcia dos materiais, sem a necessidade défimhe a deformacédo da estrutura. Ao
contrério, a predicdo de falha por instabilidadeuésral requer a formulacdo de equacgfes de
equilibrio com base em deformacdes que ndo saocipatamente conhecidas.

Por sua vez, GONCALVES e CAMOTIM (2004, p. 1473a01 que tem ocorrido um
aumento na utilizacdo de aco inoxidavel e alumémoestruturas. Esse aumento ocorre em
funcado de distintos aspectos desses materiais, adta relacao resisténcia/peso, resisténcia
a corrosao, aspectos estéticos, facilidade de magén e versatilidade de fabricagéo.

De acordo com esses autores a busca de menores aliatla as exigéncias estéticas
leva a projetos estruturais com elementos esbelttes paredes finas. Como esses elementos
sdo muito susceptiveis a flambagem local e globates projetos devem analisar os
fendmenos de instabilidade que podem ocorrer nessaguras.

Alguns exemplos de obras com essas caracterisicas
a)a ponte de Cala Galdana em Menorca, Espanha, gmastm 2005 com 45 m de vao em

aco inoxidavel (Figura 1.1);
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T

Figura 1.1 — Ponte de Cala Galdana em MenorcanBapa

b) o viaduto de Millau, na Franca, construido em 2€8% 343 m de altura e “pylon” de ago
de 89 m (Figuras 1.2 e 1.3);

Figura 1.2 — Viaduto de Millau na Franca (visteeagr
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Figura 1.3 — Viaduto de Millau na Franca.

c) A estacdo de trens TGV de Liége Guillemins, Bélgara constru¢cdo, com domo em vidro
e ago, apresentando 200 m de comprimento e 35altule (Figura 1.4);

Figura 1.4 — Estacdo de TGV de Liége GuillemindgiBa.

d)O centro olimpico de natacdo em Beijing, Chinayguerado em 2008, com 177m x 177m
x 31 m, num total de 22000 elementos de aco. Gefrd@ citado como o primeiro caso de
analise nao-linear de flambagem inelastica em segésversal (Figuras 1.5 e 1.6).
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Figura 1.5— Centro olimpico de natacao em Beijlgna (durante a construgao).

Figura 1.6— Centro olimpico de natacao em Beijlgna (apds inauguracao).

Além disso, os acos de alta resisténcia tém graplieacdo na construgdo naval e na
area de exploracdo de petréleo. Encontram-se, tambémeros trabalhos publicados sobre
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a estabilidade de estruturas com materiais compogte sdo de uso comum na industria
aeronautica.

O grande numero de pesquisas publicadas sobreaon@sira que o assunto ndo esta
esgotado, e que persiste a necessidade de se t@aiomconhecimento da estabilidade das

estruturas.

1.5 ESTRUTURA DO TRABALHO

O presente trabalho esta estruturado em oito dapiquie sdo descritos a seguir:

Capitulo 1 — INTRODUCAO
Nesse capitulo inicialmente apresenta-se um brist@&ico do estudo de estabilidade
estrutural. A seguir, listam-se as contribuicbesdémicas brasileiras ao tema e sao

comentados o objetivo, a relevancia do assuntestratura do trabalho.

Capitulo 2 — REVISAO DE METODOS NUMERICOS
Neste capitulo sdo abordados os métodos numériesstécnicas essenciais para a
elaboracdo de um programa de computacdo que peEssaear problema de instabilidade de

estruturas modeladas por elementos finitos.

Capitulo 3 — ELEMENTO DE BARRA ESPACIAL
Neste capitulo € apresentado o desenvolvimentondelamento de barra espacial
nao-linear na formulacdo Lagrangeana Total, obteysedas expressdes analiticas da matriz

tangente de rigidez e de sua correspondente variaca

Capitulo 4 — ELEMENTO DE CASCA PLANA

Neste capitulo é apresentada a formulacdo Lagraagkstal de um elemento finito
de casca plana quadrangular ndo-linear. Como aglsuliesta formulacdo obtém-se a
expressao analitica da matriz de rigidez tangedtesaa variacao.

Capitulo 5 — PROBLEMA DE INSTABILIDADE
Neste capitulo sdo apresentados os aspectos demeole instabilidade para uma
estrutura modelada por elementos finitos. E dedeiceouma formulag&o variacional que

resulta num problema de autovalor que permite ifileat pontos singulares.
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Capitulo 6 — RESOLUCAO NUMERICA
Neste capitulo sdo apresentadas caracteristicasingaagem C++ e aspectos
relevantes da estrutura do programa, visando ingriéan a metodologia desenvolvida nos

capitulos anteriores.

Capitulo 7 — APLICA(;()ES DA METODOLOGIA
Neste capitulo sdo apresentados e comentadaddidstie de algumas estruturas nas
quais a metodologia € aplicada. Os resultados abtim o programa desenvolvido s&o

comparados com resultados analiticos e numéridagpdos.

Capitulo 8 - CONCLUSOES

Neste capitulo sdo apresentadas as conclusfedatasta



2 REVISAO DE METODOS NUMERICOS

Nesse capitulo sdo abordados aspectos numéricosidemdos essenciais a
elaboracdo de um programa de computacdo para igeadal problema de instabilidade de
estruturas modeladas por elementos finitos.

S&o apresentados os fundamentos tedricos dos sEgoiatodos e técnicas:

g) solucédo de sistemas de equacgdes lineares;
h)técnica de armazenamento de matrizes;
i) técnica de renumeracédo de nos;

j) métodos para determinacéo de autovalores e auteseto

2.1 PROPRIEDADES DE MATRIZES

As seguintes propriedades das matrizes sdo coadakerimportantes para o
desenvolvimento dos métodos apresentados:

a)seA é uma matriz simétrica, tem-se:
AT =A (2.1)
b)se AB € o produto das matrizése B tem-se:
(AB) =B'AT (2.2)
c)se ABC é o produto das matrizés B e C tem-se:
ABC=(AB)C =A(BC) (2.3)

d)seA é uma matriz quadrada com autovgjpre correspondente autovelpr tem-se:

Ao =X o (2.4)
e)seA é uma matriz quadrada de ordem ), € um dos autovalores dé tem-se:
det(d)= X, X, (2.5)

f) se a matriA € simétrica e real, isto €, seus elementos s&) seals autovalores sdo reais.



36

g)sex € um vetor éA é uma matriz quadrada, a forma quadratica da maté dada pela
expressao’ Ax
h)se A é uma matriz simétricgy, € um autovalor dé e ¢, € o autovetor correspondente

tem-se:

(PiTA O =X (PiT(H (2.6)
i) a matriz simétricd é denominada positiva definida se sua forma qtiadré positiva para
todo vetorx real ndo nulo.
j) se a matriAA é simétrica positiva definida todos seus autoealgéo positivos.

k) se a matriAA é simétrica positiva definida seu determinantesto.

2.2  SOLUCAO DE SISTEMA DE EQUACOES LINEARES

Os problemas de elementos finitos apresentam no psecesso de solugcédo a
necessidade de se resolver um sistema de equagsme$ da forma
KU =F (2.7)
ondeK & uma matriz quadrada simétrica referente a rzgake estrutural) é um vetor de

deslocamentos nodaid-e2 um vetor de forcas externas nodais.
Matematicamente a resolucdo da equacéo (2.7) teesisobter a solucdd =K F ,

onde K ¢ a matriz inversa da matriz de rigidez. Esta isd@rde matriz de rigidez demanda
grande esforgco computacional, pois os problemasrdgenharia apresentam usualmente
matrizes de ordem elevada.

Os algoritmos desenvolvidos para resolver sistetieasquacdes de forma eficiente
podem ser colocados em duas grandes classes: ostnabg diretos e os algoritmos
iterativos.

Nos algoritmos iterativos o problema € desenvolyido meio do processamento
reiterado de aproximacOes visando-se obter a cgémela para a solucdo, tal como no
método de Gauss-Seidel.

Nos métodos diretos a solugdo é obtida por mei@rdeessamento algébrico da
matriz de rigidez e do vetor de for¢as. Desta foolntg@m-se um problema do tipo

KU=F (2.8)

ondeK é uma matriz triangular.
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Se no processamento optar-se poser uma matriz triangular inferior, o problema

apresenta a forma

ke  Ouw] [F
k21 k22 u2 - F2 (2-9)
ko Ko oo Kollun] [F

Quando obtém-s& como uma maitriz triangular superior, o problemeesgnta a

T

forma
K,y E“ _Eh u, El
Ky - Ky || Uy _| R (2.10)
©  kJul R

As incégnitasy; sdo calculadas por um processo sequencial dessabstituicdo. Na
configuracdo dada pela expresséo (2.9) este pogeEgle ser implementado utilizando-se a

relacéo
—_— I_l f—
F _Z KU,
u = = (2.11)

ondei=1,2,..,n.
Na configuracédo dada pela expressao (2.10), aseetibstituicdo é realizada na ordem

inversa por meio da expressao

_nj
|
-
=1
<

o
+
hs

u=_ 91 (2.12)

|

ondei =n, n-1, ..., 1.

JENNINGS e MCKEOWN (1992, p.295) apresentam uma pavatao entre oS
algoritmos iterativos e os algoritmos diretos pareesolucdo de sistemas de equacdes. As
seguintes desvantagens dos algoritmos iterativiodestacadas:

a) observa-se usualmente a necessidade de um granwo de iteracOes para se obter a
convergéncia da solugéo;

b) ndo se verifica reducdo significativa no tempe cdomputacdo e no espaco de
armazenamento para matrizes simétricas.

Em virtude das desvantagens dos meétodos indireeste trabalho s&o utilizados

métodos diretos para a solucdo de sistemas de Gsgpubigeares. A seguir sdo analisados o
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método de Gauss-Jordan e o meétodo de decomposegdmatriz, efetuando-se uma

comparacgao sucinta entre os resultados fornecielos mesmos.

221 Método de Gauss-Jordan

Os problemas de sistemas de equacdes lineares Emiaapresentados em forma de

produtos de matrizes como na equacao (2.1), cujzafexpandida é

k, . koo k[w] [F

S 213

Ky o kg o KoJlun ] LRy

Particionando-se as matrizes da equacao (2.13}gmdefinir as submatrizes

Kp=[kn Kg o Ky (2.14)

Ky =[kp kg - k] (2.15)
Ky Ky oo Kyl

K, Ky Ky o Ky .16
K, . .. k,

U,=[u, u .. u] (2.17)

F=[F, F, .. R] (2.18)

Utilizando-se as submatrizes definidas pelas egpessde (2.14) a (2.18), pode-se

reescrever a equacao (2.13) e obter a equacéaialatr

- e

K, K,l|U, F,

Expandindo-se o produto matricial, dado pela expe§®.19) obtém-se as equacdes
k,u+K. U,=F (2.20)
K ,u, +K U ,=F , (2.21)

Explicitando-sa); na equacao (2.20) tem-se

R-K.J, 292
. (2.22)

u =
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Substituindo-se a expressao (2.22) na expressab) (2.reorganizando-se 0s termos,
obtém-se a equagéo
Koy g Koap (2.23)
Ky Ky

que define um novo sistema de equacgfes no quaktémas a variavel, e a primeira linha

(Ko,

da matrizK.

Definindo-se os termok §) e F" por meio das expressdes

K,K
K5 =K ,,——2-2 (2.24)

Ky
o =g, Kap 2.25
2 — 2T 1 (2.25)

1
tem-se a seguinte expresséao para a equacao (2.23):

KGU,=F® (2.26)

Utilizando-se as expressdes (2.20) e (2.26), emmstde equacdes (2.13) pode ser

apresentado na forma condensada

k11 K12 u; Fl
& o)) 021

onde (0) indica que os termos, que ndo sado apresentadosylsio
Este processo pode ser repetido para a miffjze assim sucessivamente, de forma a

se obter o sistema triangularizado:

- ST F
TR PR A A;
KO kD L kD ||y, F,
kS kY [y |=| F® (2.28)
1 (0) k(" U] | gon

onde o indice superscrito indica a etapa em geenaot € obtido.

Este processo € conhecido como método de elimindgddauss-Jordan. A equacéo
matricial de condensacéo, dada pela expressédo),(2eg8esenta uma combinacéo linear da
primeira equacao com as demais equacdes que tem aojetivo anular os coeficientes da
primeira variavel.

Considerando-se que a matikizé simétrica, isto éK,, =K ], e K, =K },, a matriz

condensada também é simétrica, pois
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KT
[K%TﬁKa——%é%Tﬂ<% (2.29)

1
Como a simetria da matriz é mantida, apenag@s1)/2 termos, que correspondem
aos termos da diagonal e da parte inferior ou supea matriz precisam ser armazenados e
processados. Essa propriedade reduz de formais@divid o espaco de memdéria e o tempo

de computacéo utilizados pelo método.

2.2.2 Decomposi¢ao de matriz

A matriz condensada da equacgédo (2.27) do métoddadss-Jordan pode ser obtida

pelo seguinte produto de matrizes:

1 0
kll K12 ( ) kll K 12
o |7 _Ka (2.30)
(O) K22 k1 I K 21 K 22
1
A expressao (2.30) pode ser reescrita como:
K=TK® (2.31)
onde
K
K= o Ky (2.32)
K21 K 22
1 O]
T.=|_K, | (2.33)
ko
K
K® = “u o (2.34)
0) K%
Aplicando-se 0 mesmo procedimento na matriz (2&#)se:
KW=TK® (2.35)
onde
kp k, K
1 — k11 K 12 | _ " (12) (11?
K%Y = © Ko| 0 ky; K3 (2.36)
22

0) K% K&
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1 0 O
T,={0 1 O (2.37)
@)
0 L2
k22
kll k12 K13
e K® = kY K (2.38)
(0) KS
Numa etapa do processo de condensacédo tem-se:
KP=TK® (2.39)
onde
ko ok K k]
KO kKO L kO
K = 5 e K (2.40)
K5 KIS
0) Kia  Ki™®
(1 (0)]
1
T, = 1 () (2.41)
K‘(il—z)
(0) (i_lg)_l) |
L k(i—:l.)(i—l)
Ky Ky ko K]
kK9 kY ... K9
KO = k@ ... K (2.42)
1(0) K§™ ]

Utilizando-se sucessivamente a equacédo (2.33) pr@sséo (2.25) obtém-se:
K=TT,T T KoV (2.43)
A expressao (2.37) representa a decomposicao de iato produto:
K=LU (2.44)

ondeL =T[T,.T T ., € uma matriz triangular inferior, cujos elemenias diagonal séo

iguais a 1, dJ =K ™™ ¢é a matriz triangular superior obtida pelo métdddGauss-Jordan.
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Esse método é denominado de decomposi¢cdo de Dodoiando os elementos da
diagonal da matriz) sdo iguais a 1, o método é denominado método dengmsicdo de
Crout.

Usando-se essa decomposicao, o sistema de equagkieser reescrito como

LUX =F (2.45)

Divide-se o problema inicial em outros dois proldsnseqienciais. No primeiro

problema resolve-skY = F ; em seguida obtém-se a solucéo final, solucionseddX=Y .

Utilizando-se o processo de retrossubstituicdoesgmtado na expressédo (2.11),

resolve-se
1 ] _yl_ _Fl_
|2,l 1 (O) y2
g o Lo V] LR

Em seguida, utilizando-se o processo de retrostuwib&b definido pela expressao

(2.12), resolve-s&JX=Y, cuja forma matricial é

U, Uy, e U [ ] [
U woe oo Upp 1% Yo
=| . (2.47)
(0)
i Unn ][ %] [ Yn

Para uma matriz simétrica demonstra-se que a dexsigdp pode ser feita sob a

forma

K=LDL"T (2.48)
ondelL € uma matriz triangular com elementos unitariosdizgonal eD é uma matriz
diagonal.

A decomposicdo dada pela expressdo (2.48) necessgaor espaco de
armazenamento computacional do que a decomposigda pela expressdo (2.44). Na
decomposicédo com o uso da expressao (2.48) necsssirmazendn?-n)/2 elementos para
a matrizL en elementos para a matily, enquanto que na decomposicédo dada pela expressao
(2.44) necessita-se armazenaelementos para as matrizes U.

O problema inicial pode ser reescrito como:

LDL'X=F (2.49)
gue pode ser dividido nas seguintes trés etapas



43

LZ=F (2.50)
DY=Z (2.51)
L™X =Y (2.52)
O método de Cholesky é uma variacdo da decompode@d® pela expressao (2.48),
obtendo-se
K=LL" (2.53)
ondeL=LD ",
O problema assume a forma
LL™X=F (2.54)
e pode ser dividido em
LY=F (2.55)
L'™X=Y (2.56)

A decomposicéo de Cholesky dada pela expresséas) (28 utiliza menos espacgo de
armazenamento do que a decomposicéo 'Ldida pela express&48), mas utiliza apenas

dois processos de retrossubstituicdo definidoseggleessao (2.12).

2.2.3 Comparacao de métodos diretos

Segundo BATHE (1996, p.696) as técnicas de solugiieta mais eficientes
atualmente utilizadas sao basicamente aplicacoestimdo de eliminacdo de Gauss-Jordan.

SORIANO (1997, p.206) faz a seguinte andlise coatpar de implementacao
computacional dos métodos diretos:

“...verifica-se que o método de Cholesky conduznadivisdes [onde n é a

ordem da matriz de rigidez e ¢ € o numero de vetdeeforca a resolver] a
mais do que o método de Gauss..., além de n qiEegadas ndo existentes
nesse Ultimo método. O corpo da programacédo paréatodo de Cholesky é

maior do que para o de Gauss, ... Dentro dessamordie idéias, para

matrizes simétricas positivas-definidas, ..., 0 adét mais indicado é o

método de Gauss

Em virtude dessas consideracfes neste trabalha-asdat método de Gauss-Jordan
para a resolucdo numérica de sistemas linearem dilgso, o método de Cholesky acrescenta
termos nao-nulos na matriz (JENNINGS, 1993, p.13bjicultando o armazenamento

otimizado de matrizes esparsas.



44

2.3 ARMAZENAMENTO DE MATRIZ

Nos problemas de elementos finitos a precisdoemdtados esta associada ao tipo de
elemento utilizado e ao grau de refinamento da andéhelementos (BATHE, 1996, p.242 e
COOK, 1989, p.563). Quando se utiliza elementostoBn com maior complexidade
usualmente se obtém resultados mais precisos, s&es elementos empregam grande
namero de graus de liberdade. De maneira semejremtse fazer uma maior discretizacédo
das estruturas consegue-se melhores resultadosjsstasmplica na utilizacdo de grande
quantidade de elementos. A combinacdo dessas@isiagsulta em problemas com matrizes
de rigidez de ordem elevada, cuja resolucao padeoseputacionalmente inviavel, se ndo for
utilizada uma forma adequada de armazenamento gz, ma

Como a simetria da matriz de rigidez € mantidamésdos diretos de Gauss-Jordan
(COOK, 1989, p.34), o armazenamento ddglementos da matriz pode ser reduzido para
apenagn®+n)/2 elementos. O gréfico da Figura 2.1 mostra quspag de armazenamento
fica reduzido a praticamente 50% para matrizes @atem superior a 100.

Esse espaco pode ser reduzido ainda mais se feidecado que a matriz de rigidez é
esparsa. Desta forma muitos termos armazenadasik#oe ndo necessitam processamento.

O namero de coeficientes nulos na matriz de rigiddepende da maneira como 0s
nés sdo numerados (COOK, 1989, p.45), mas uma exagdo dos nos pode reduzir o

armazenamento e tempo de manipulacdo da matrigidez.

100
i: 75
w | O +n |
E 3 f.l ‘-"UH_—_F—
5~ 00
"_5' 1
‘E 25
0 3 4
10 100 1-10 1-10

n
Ordem da matriz

Figura 2.1 — Porcentagem de armazenamento de gsasilnétricas.
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JENNINGS (1993, p.130) mostra que a decomposicdohidesky acrescenta termos
nao-nulos na matriz. Na Figura 2.2 visualiza-se e$tito. Nas matrizes esquematizadas a
letra x representa um termo nao-nulo da ma®indica que a matriz € simétrica e o simbolo

* representa termos ndo-nulos introduzidos apos@tgosicdo de Cholesky.

X X
X S X
X akugsiel X
X X X X e X
X e X
X X X X X e X X
| X X X | X . X o o o X|

Figura 2.2 — Acréscimo de termos nao-nulos na dposigdo de Cholesky sem rearranjo

(adaptado de JENNINGS, 1993, p.130).

A gquantidade de termos nédo-nulos incluidos podeesiizida com um rearranjo da

matriz, como mostra a Figura 2.3.

X S X X
X X
0 $eesvs.
X X X X X X
X X X X X o X o
| X X X| | X ¢ X X]

Figura 2.3 — Acréscimo de termos ndo-nulos na dposigao de Cholesky apoés rearranjo

(adaptado de JENNINGS, 1993, p. 131).

A Tabela 2.1 mostra uma comparagdo feita por JENBEN(1993, p.131),
apresentando as reduc¢des obtidas na decomposigZlootesky apos a renumeracdo de uma

matriz.
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Tabela 2.1 — Efeitos de renumeracéo de nos

N° de multiplicacdes e

N° de elementos ndo nulos N
divisbes efetuadas

Matriz sem renumeracao 25 48
Matriz com renumeragao 21 32
Reducao percentual 16% 33,3 %

(adaptado de JENNINGS, 1993, p.131).

De forma semelhante, se todos os termos néo-nélmscalocados dentro de uma
determinada banda ao longo da diagonal, verificaesmétodo de Gauss-Jordan que todas as
operacgfes s6 sao executadas dentro desta regléiin@do-se 0 armazenamento e o tempo de
computacao utilizados.

Esse procedimento pode ser otimizado utilizandors& banda de largura variavel. Os
elementos sdo armazenados em colunas (ou linhsjiado primeiro elemento ndo-nulo da
coluna (linha) até a diagonal. Essa técnica é cardealtura efetiva de colunau deperfil
(SORIANO, 1997, p.144). Na literatura de lingua lésg essa técnica recebe as
denominacdes dekylineou profile (JENNINGS, 1993, p.136).

Recomenda-se a utilizacdo de algoritmos de reng@erautomatica para pré-
processamento da estrutura, pois a dificuldademameracdo manual aumenta & medida que
o0 numero de elementos da matriz aumenta (JENNINGS3, p.142).

Dentre os algoritmos de renumeracdo automaticaackstse os algoritmos de
Cuthill-McKee (1969,apud JENNINGS, 1993, p.142), King (1978pud JENNINGS, 1993,
p.144), Gibbs (1976Gpud JENNINGS, 1993, p.148) e Sloan (198pudJENNINGS, 1993,
p.148).

Armstrong (1985apud SLOAN, 1989, p.2660) desenvolve um algoritmo gh&em
uma reducdo de perfil quase 6tima, mas consome levad® tempo de processamento,
inviabilizando sua utilizacdo pratica (SLOAN, 19892660).

COOK (1989, p.48) considera quea “renumeracdo automatica é vantajosa,
especialmente se a mesma numeracéo € usada pastdeep solucdes, como é o caso de
problemas n&o-lineares”’De acordo com 0 mesmo autor erfumeracdo automatica é
sempre vantajosa do ponto de vista de conveni@uwigsuarid.

Descreve-se a seguir a técnica de renumeracédo slelesenvolvida por SLOAN
(1989)
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2.3.1 Renumeracédo de nés

A reducdo da largura de banda ou perfil é recontngara a reducdo do espaco de
armazenamento e do tempo de processamento de enaliezordem elevada. Essa reducao
pode ser obtida por meio de um processo eficientemmumeracao de noés.

Nesse trabalho é implementado o algoritmo paradacé® do perfil de matrizes
desenvolvido por SLOAN (1989), que demonstra sugiéetcia por meio de uma analise
comparativa.

Como o desenvolvimento do algoritmo esta baseadearns dos grafos, inicialmente
sdo apresentadas algumas definicbes utilizadastada deoria, detalhando-se o algoritmo

posteriormente.

2.3.2  Defini¢des da teoria dos grafos

Um grafo é um par (V, A) em que V é um conjuntdtediio e A € um subconjunto de
pares ordenados de V. Os elementos de V sdo chamédes ou nds, e 0s elementos de A
sdo chamados arestas ou arcos (FEOFIL&FRHF, 2005).

Cada aresta esta associada a dois vértices: oifrign@ ponta inicial da aresta e o
segundo € a ponta final. Uma aresta com pontalni@ ponta finaw pode ser denotado por
(v,w) ou porv—w ou ainda pornvw. Desta forma as arestas, como 0s vetores, apaesent
direcéo e sentido, e o grafo € denominado grafgidid.

A Figura 2.4 representa um exemplo de grafo diodid A), ondeV é o conjunto das
cinco primeiras letras do alfabetoAeé o conjunto dos arranjos d8eque formam silabas

terminadas em vogais.

OWROENG
() ()

Figura 2.4 — Exemplo de grafo dirigido.
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Duas arestas sao adjacentes quando tém um vénmicmint (PIMENTEL e
OLIVEIRA, 1996).

Um vérticew € adjacente a (ou vizinho de) um vérticee existe uma aresta da forma
(v, W), ou seja, se existe uma aresta com ponta imcial ponta finalw. A relacdo de
adjacéncia entre vértices pode nao ser simétwcpode ser adjacentevasem quev seja
adjacente av.

Um grafo é simétrico se para cada aresta da fomnexiste uma aresta da forma.

Um grafo ndo-dirigido € um grafo simétrico em (seagestas estdo geminadas, isto €, cada
arcoa tem um gémed tal que o gémeo deé a, a ponta inicial dé coincide com a ponta
final dea, e a ponta final dé coincide com a ponta inicial & Os grafos néo-dirigidos
podem ser representados por matrizes e vice-versa.

Na Figura 2.5 tem-se um exemplo de grafo ndo-dmidV, B), ondeV € o0 mesmo
conjunto do grafo da Figura 2.4Be2 o conjunto de pares dfeque séo vizinhos na listagem
alfabética.

O grau de um vértice € dado pelo numero de arqaathe séo incidentes.

Um caminho é uma sequéncia qualquer de arestaeatga que ligam dois vértices.

A distancia entre dois n6s é o menor numero dézree um caminho entre estes nos.

A matriz de adjacénciadd de um grafo tem linhas e colunas indexadas pé&d&es,

onde o elementhbl,,, vale 1 se existe algum arcovaw e vale 0 em caso contrario.

Figura 2.5 — Exemplo de grafo simétrico.

2.3.3  Algoritmo de Sloan

O procedimento proposto por SLOAN (1989) para ré&dude perfil de matrizes

apresenta como ponto central: renumerar sequergignos n0s que apresentam 0s maiores
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valores da funcdo escalar denominada prioridadea fisn¢cdo € uma soma ponderada da
distancia do n6 até o n6 da extremidade do grdfograu de cada no.

A medida que um no € renumerado a prioridade desadfacentes é alterada. O né
que tem a maior prioridade atualizada é renumeRdizsegue-se com a mesma logica até o
término da renumeracao.

A seguir sdo apresentadas as trés etapas seqéalwelgoritmo:
a) montagem da matriz de adjacéncias;
b) determinacéo de nés pseudoperiféricos;

c) renumeracao de nos.

2.3.3.1 Montagem da Matriz de Adjacéncias

O processo de renumeracdo de nos principia confiragd® da matriz de adjacéncia
relativa @ malha de elementos finitos utilizada.aReada né determinam-se os demais nés
com o0s quais ele tem vinculo na formulagdo da mdtirigidez dos elementos de que faz
parte.

Tome-se, por exemplo, uma malha de nos de umawestmepresentada na Figura 2.6

em gue os nos foram numerados aleatoriamente.

Figura 2.6 — Malha de nés de uma estrutura.

Se os elementos da estrutura forem barras com agsextremidades, em cada
elemento os nds se relacionam um a um. Cada ré¥&tis de um né adjacente quando for
um né comum a mais de um elemento. A Tabela 2.@sapta a matriz de adjacéncia para

esse caso.



50

Tabela 2.2 — Matriz de adjacéncia para a estrdaiféigura 2.6 composta de barras.

N6 |4|5/6[8]9]|10
4 1 1

5 |1 1 1

6 1 1
8 |1 1

9 1 1 1
10 1 1

No entanto, caso a Figura 2.6 represente dois atesiguadrangulares com um lado

comum, a quantidade de nos adjacentes de cadameénta pois 0 nd 4, por exemplo,

pertencente ao elemento quadrangular 4-5-9-8 vastalado aos nés 5, 8 e 9 na montagem

da matriz de rigidez. A matriz de adjacéncia dessa situacao é apresentada na Tabela 2.3.

Tabela 2.3 — Matriz de adjacéncia para a estragtaiféigura 2.6 composta de elementos
quadrangulares.

N6|4|5/6|/8|9]10
4 1 1)1

5 |1 111(1]1
6 1 1|1
8 |11 1

9 |1/1|1]1 1
10 111 1

Caso a estrutura seja composta apenas por bamgeafootem a mesma aparéncia das

ligacdes da estrutura (Figura 2.6), mas no cassaieentos quadrangulares o grafo tem mais

ligacdes conforme mostra a Figura 2.7.

Figura 2.7 — Grafo para a estrutura da Figura @gposta de elementos quadrangulares.
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2.3.3.2 Determinacéo de N6s Pseudoperiféricos

Apos a montagem da matriz de adjacéncias determseaos nos pseudoperiféricos,
que séo o no inicial e no final do grafo renumerdtio determinadas situacées pode-se ter
mais de um n6 adequado para ser né pseudoperiféiital ou final. Nessa situacéo escolhe-
se aleatoriamente um dos nés e continua-se o0 pnoeerth.

Para se determinar os nos pseudoperiféricos cadeutagrau de cada n6. Na Figura

2.8 0 numero sublinhado indica o grau de cada no.

Figura 2.8 — Graus dos nos.

Seleciona-se um né dentre os de menor grau para $€r inicial e monta-se a
estrutura deste no “inicial”. A estrutura de uménformada por subconjuntos dos demais noés
situados a uma mesma distancia do no referénciand@sadjacentes ao no inicial sdo
estabelecidos como nds de nivel 2. Os nés adjacaon® nds de nivel 2 sdo estabelecidos
como nos de nivel 3 e assim por diante. A Figugaapresenta a estrutura do né 4 como no

inicial e o nivel de cada um dos demais nés expnest® numero sublinhado.

NO Inicial

Figura 2.9 — Estrutura de no inicial.
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Os n6s do maior nivel da estrutura do né inicia sandidatos a nd final. Para
selecionar o no final dentre estes nds, montaesratura de cada um destes nés conforme

anteriormente feito para o no inicial. A FiguraQilustra a estrutura do n6 6 como no final.

N6 Final

Figura 2.10 — Estrutura de no final.

Quando o ultimo nivel da estrutura do n6é em an&@iseenor que o ultimo nivel da
estrutura do no inicial, este n6 é descartado parané final e a estrutura de outro n6 é
analisada.

Caso se obtenha uma estrutura de maior nivel gg&retura do né inicial, o noé inicial
deve ser trocado por outro n6 do ultimo nivel dessaitura e o procedimento € reiniciado.

Esse procedimento é repetido até que se tenha umiaid cuja estrutura tenha o

mesmo numero de niveis que a estrutura do no final.

N6 Inicial

NO Final

Figura 2.11 — N6 inicial e na final.
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Apés terem sido determinados o no inicial e o nélfiexecuta-se o procedimento de

renumeracao.

2.3.3.3 Renumeracéao de nos

Para controle da renumeragdo sdo adotados os tesgindicadores numéricos de
situacao de nos:
a) 3 — para né renumerado;
b) 2 — para n6 adjacente a um n6 renumerado (elegavalrpnumeracao);
c) 1 — para né adjacente a um né de situagédo 2 queenba sido renumerado (elegivel para
renumeracao);
d) 0 — para os demais nos ( néo elegiveis para rengéwra

Esta etapa consiste na execucédo dos seguintespasso
1) calcula-se a disténcia de cada n6 ao né finalumgho da estrutura do nd final, conforme
llustra o grafo da Figura 2.12;

N6
2 1 final

Figura 2.12 — Distancia de cada né até o no final

2) calcula-se a prioridade inicial de cada pdr meio da seguinte expressao:

p =W - Wp+1) (2.57)
ondei € o nimero do ndy € a prioridade do ng W; = 1 eW, = 2 sdo parametros ajustados
experimentalmente por SLOAN (198),é adistancia de cada riéao no final en; € o grau
do né; a Figura 2.13 apresenta as prioridades @oslm grafo;
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-4 -9

Figura 2.13 — Prioridade de nés.

3) define-se a situacéo inicial de cada n6 como
4) define-se a situacéo do no inicial coine coloca-se o né numa fila de prioridades;
5) seleciona-se o ridque tiver a maior prioridade na fila de priorida@eretira-se esse né da
fila;
6) se a situacao do m&elecionado fot:
a.examina-se cada n@djacente ao nide aumenta-se sua prioridade para
p =p+W (2.58)

b.se a situacdo do nofor O altera-se sua prioridade patae inseri-se 0 nd na fila de
prioridades

1 0
1 0
0
0 0

Figura 2.14 — Indicac&o de situacéo dos nos.

-6 -9

-1 P
-6
-4 -9

Figura 2.15 — Atualizacdo de prioridades.
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7) renumera-se o riccom a numeracao sequencial de nésleca-se o né numa lista de nos
renumerados. Altera-se a situagcédo do para3;

8) examina-se cada n@djacente ao nb. Se a situacdo do n6 adjacenter 1 altera-se sua
situacdo para2 e aumenta-se sua prioridade parap; + Wo;

9) examina-se cada radjacente a cada no adjaceptse a situacdo do né adjacehttor
diferente de3, aumenta-se sua prioridade paga= px + W,; caso a situagdo do thoésejal,
altera-se sua situacao pdra o ndk é acrescentado na fila de prioridades; as Figuis e
2.17 apresentam a situacéo e a prioridade de éadpds a execucao dos passos 7, 8 e 9;

10) caso a fila de prioridades ndo esteja vazimrna-se ao passo 5. caso contrario a

renumeracao é encerrada.

Figura 2.16 — Atualizacdo de situacao apos renugéerdo no inicial.

-4 7

-2 -7
Figura 2.17 — Atualizacao de prioridades apos remagéo do no inicial.
2.4 PROBLEMA DE AUTOVALOR
Nesse item inicialmente é feita uma revisdo histddo desenvolvimento das solugbes

para o problema de autovalor. A seguir apresentafsenulacdo matematica dos algoritmos

implementados nesse trabalho: Jacobi, QR e Lanczos.
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24.1 Revisao historica

O problema padréao de autovalor € apresentado mefor
Ko= xo (2.59)
ondeK é uma matriz quadrade, é um autovetor ¢ € o autovalor correspondente.

A solucdo do problema pode ser obtida por meio el@rohinacdo das raizes do

polinbmio caracteristico da matriz determinado por
detK - )=0 (2.60)
ondel é uma matriz identidade de ordem compativel conaizK .

A determinacdo dos coeficientes do polinbmio carético de matrizes de ordem
elevada exige grande esforco de computacédo. Alésodmesmo que sejam calculados os
coeficientes do polinbmio caracteristico, o teoreteaAbel-Ruffini demonstra que ndo ha
método analitico para obter as raizes de polindbdeograu superior a quatro (GOLUB, 2000,
p.38). Dessa forma uma solucéo analitica para @mudlde autovalor fica descartada quando
se tem matriz de ordem superior a quatro, deverlouslizados métodos numeéricos
apropriados.

Em 1846 Jacobi propde o primeiro método numériaoheoido para solucionar o
problema de autovalor, entretanto esse métodocebeemaior atencdo a partir de 1950 com
o desenvolvimento dos computadores (GOLUB, 20Qt2)p.

O método de Jacobi é aplicavel somente a matrinestrecas e consiste em utilizar
sucessivas transformacfes ortogonais visando didigana matriz. Esse método apresenta
resultados mais precisos do que outros métodosaviadem problemas de ordem elevada,
em que solucbes aproximadas sdo consideradasvatgitd método ndo € considerado
competitivo (GOLUB, 2000, p.43).

O método da poténcia € um método numérico cujxagdp pode ser considerada
mais simples. Householder atribue a primeira apfioadesse método a Muntz (1913),
enquanto Bodewig atribui o método a von Mises. Gc@dimento consiste em multiplicar
repetidamente a matriz por um mesmo vetor inidialidamente escolhido, de forma que o
vetor na direcdo do autovetor com maior valor gessaltado em relacdo aos outros
componentes (GOLUB, 2000, p.43). Este método aptaseinconveniente da velocidade de
convergéncia depender do valor absoluto da razéie e@s dois maiores autovalores do

problema.



57

Segundo GOLUB (2000, p.42), atualmente o métodpadéncia na sua forma pura
ndo € um método competitivo, mesmo para a compui@edpoucos autovalores. No entanto
sua importancia € destacada por implicita ou exgiiente, fazer parte de métodos mais
modernos como o método QR, o método de Lanczasé&ado de Arnoldi.

A colecéo de vetores gerados pelo método da paté@edine subespacos de Krylov.
Isto motivou Krylov em 1931 a tentar determinaradirdmio caracteristico de uma matriz
por meio da inspecdo da dependéncia do conjuntoetosesx, Ax, A%, ..., gerados pelo
método da poténcia.

Krylov ndo obteve sucesso, pois os arredondamedéstroem a precisdo dos
coeficientes e estas perturbagcbes, mesmo quandeegé@enas, causam grandes variacdes no
calculo das raizes do polinémio.

Outra razéo para a falha do método de Krylov emmatica finita € que os vetores
gerados tendem a convergir na direcdo dos aut@getassociados aos autovalores
dominantes, tornando muito dificil verificar a degéncia mutua dos vetores (GOLUB, 2000,
p.45).

Em 1950 Lanzos propds a ortogonalizacdo de cada vetor em relacdo ao anterior
para superar esse inconveniente do método de KOGLUB, 2000, p.46).

Em 1954 Givens verificou que matrizes podem saizieds a uma forma que permite
efetuar os célculos de autovalores de forma madiseefe. Utilizando transformacdes
ortogonais, denominadas “rotacdes de Givens”, emevidiagonalizacdo de matrizes em um
namero finito de passos.

Em 1958 Householder apresentou um processo maisregé do que o de Givens por
meio das “reflexdes de Householder”.

Em 1951 Arnoldi propés um algoritmo semelhante aoldnczos para matrizes
assimétricas. Embora o método de Arnoldi seja esti&vel, dependendo da ortogonalizacéo
executada, computacionalmente ele € menos efictentpue o método de reducao proposto
por Householder.

No periodo de 1960 a 1980 a referéncia para pr@sdete autovalores é o livro de
Wilkinson (“The Algebraic Eigenvalue Problem”).

Wilkinson mostra que o algoritmo de Lanczos é muitstavel devido a erros de
arredondamento. Mostra também que o Unico métoda patabilizar o processo é a
reortogonalizacdo dos vetores gerados. No entantestabilizacdo torna o algoritmo de
Lanczos semelhante aos métodos de Householdervanssique sdo computacionalmente

mais econdmicos.
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Em 1961 Francis usa o0 método QR para resolver lmema de autovalor com matriz
simétrica. O interesse de Wilkinson por esse métoadribui para que o método QR venha a
se tornar um dos métodos mais populares para pnablde autovalor (GOLUB, 2000, p.44)

Por volta de 1970 a solucdo do problema padraattwaor para matrizes densas e
de ordem moderada atinge alto grau de desenvoltimeras pesquisas passam a enfocar o
problema de autovalor generalizalap = yM ¢ .

Em 1971 Paige mostra que o método de Lanczos pmodesado de forma iterativa
para obter os autovalores corretos. O ponto prahap sua analise é a observacdo de que a
perda de convergéncia assinala a convergéncia dmutowalor, e resulta da reintroducdo do
correspondente autovetor na matriz tridiagonalsBésrma ocorre a duplicagcdo do autovalor
e um retardo na obtencédo dos demais autovalores.

Em funcdo dessa observacdo séo feitos aprimoramentanétodo de Lanczos e, a
partir de 1980, esse método se torna o método rjglef@ara solucionar problemas de
autovalor com grandes matrizes simétricas e espé@EsaLUB, 2000, p.49).

GOLUB (2000, p.59) concluiu que:

“Para matrizes simétricas, o problema de autow@laiativamente simples,
devido & existéncia de um conjunto completo e ortagde autovetores e
devido ao fato dos autovalores serem reais. Estapripdades sé&o
exploradas na maioria dos métodos numéricos efesea o problema de
autovalor pode ser considerado resolvido: para exepl matrizes n<25
temos o método QR, uma das mais elegantes téamicaéricas produzidas
no campo da analise numérica, [...]. Para as matrnzaiores [n > algumas
centenas], hd o método de Lanczos, que em sua fmnaé extremamente
simples, mas que esconde muitas propriedadesesatiaentes.”

2.4.2 Método de Jacobi

Para uma matriz K simétrica qualquer demonstrabgeexiste uma matriz ortogonal
Q que atende a relacéao:

Q'™KQ=D (2.61)
ondeD é uma matriz diagonal.

Pode-se comparar a equacdo (2.61) com a equadi® (B problema padréo de
autovalor e estabelecer que

®'KP=X (2.62)
onde @ é a matriz dos autovetoreg, e Xé a matriz diagonal dos correspondentes

autovaloresy; .
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No método de Jacobi busca-se obter a m&ripor processo iterativo. Os elementos
fora da diagonal séo zerados por meio de transfiiesacom matrizes ortogonais. Com
K, =K estabelece-se o processo iterativo:
K .=P'KP, (2.63)
ondeK ,,, - X e PR,RIR,, - ®.

Para zerar o elemenig utiliza-se a seguinte matriz de rotaggo

coluna i coluna |
o -
cost - serd linhai
P = 264
send co¥ linha |
— 1_

onde o angulo de rotac&b é calculado pela expresséo
2k; )
Tl

Deve-se ressaltar que, embora a transformacaarzgte P, anule os elementdg e

1
= Earc tg (2.65)

ki, estes elementos podem deixar de ser nulos naradsansformacéo.

Na implementacdo computacional do método utilizaraealgoritmo que executa uma
varredura sequencial apenas dos elementos da metader ou superior da matriz e obtém-
se a transformacédo correlata ao elemento. Esteegsocé repetido até que se obtenha a
convergéncia desejada para o método.

BATHE (1996, p.914) prop6s que sejam verificadoss dwitérios de convergéncia

apos o término de cada varredura para uma dadariolas

(141) _ 10 .
“"K(,—ﬂ)'“slo (2.66)
%
(k'™)? I
[kl(ll(kaj(lm <10°, D|,J || <]J (267)
i N

ondei =1,...,n d é a Ultima iteracdo da varredura

A convergéncia do problema é satisfeita quandmasatitérios sdo atendidos.
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Este método ndo pode ser aplicado diretamente midemas de flambagem, pois
nesses tem-se um problema generalizado de autoldoentanto pode-se usar a seguinte
formulacao para se recair no problema padréo:

Ke=xMeo (2.68)
MK ¢=xo (2.69)

Esta transformacédo pode ser inadequada se a nvatfar mal condicionada. Uma
solucdo mais conveniente € obtida pelo método gkmato de Jacobi, que opera
simultaneamente as matriz€se M visando diagonalizar a matiz e tornar a matrid uma
matriz identidade.

BATHE (1996, p.919) apresenta a seguinte forma pamatrizP; utilizada no método
generalizado de Jacobi

colunai colunaj

1
1 a linhai
(2.70)
P =
% 1 linha j
(- 1_
onde os termoa eg séo obtidos das expressoes:
i@
y=K¥ (2.71)
X
k®
a=-—1 (2.72)
X
KO KO KOV oo,
X = +— + ki k' 2.73
2 ‘k(l)‘ ( 2 J K| j ( )
kO = kO nd) - ) 'R)
i 1 i i
ki =k nf? = nf (2.74)
K® = 10O d) — ) i)
KO =KOnf) - o
Os autovalores do método generalizado sao estinptos
()
A — ki (2.75)

m
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BATHE (1996, p.922) propds que a convergéncia dtodwégeneralizado de Jacobi,
para uma tolerancs seja verificada por meio das seguintes condi¢des:

A0 _ 30 .
44| I <10 (2.76)
%
(kf' ™) .
l: ki(|+]1) |<j(|_+1) <10 (2.77)
[ )
%
(m™)? I
{—m‘r'rji)nf'”) <10™, Oi,j [i <] (2.78)
[ ]

ondei =1,...,n d é a Ultima iteracdo da varredura.

2.43 Método QR

O nome deste método se deve a notacao utilizadigodtmo que decompde a matriz

K na forma:
K =QR (2.79)
onde a matrif) € ortonormal e a matrR? € triangular superior.
Com a expressao (2.79) obtém-se a seguinte tramsféio da matrik :
Q'KQ =RQ (2.80)
Adotando-se&K ;=K e utilizando-se as expressoes (2.79) e (2.80helsk 0 seguinte
algoritmo iterativo:
K:=QR, (2.81)
K. =RQ, (2.82)

Numa iteracéd tem-se

Q...Q:Q1KQQ,..Q=RQ,=K,, (2.83)
Comparando-se a expressao (2.83) com o problem@gald autovalor dado pela

expressao (2.62) obtém-se

O'KD=X (2.62)

Verifica-se que quandb- c encontra-se:
K.-X (2.84)
Q1Q2Q3---Q| - P (285)

BATHE (1996, p.931) considera que, na pratica, é&raficaz utilizar as matrizes de

rotacao de Jacobi para se obter a decomposicaaia K nas matrize® eR, utilizando-se
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Pini--PiPK=R (2.86)
Py PPy =Q (2.87)

ondeP;; é a matriz de rotacdo, dada pela expressao (26 )xnula o termky.

24.4 Método de Lanczos

Para se apresentar o método de Lanczos o problenaalizado de autovalor dado

pela expresséo (2.68) é reformulado por meio dasirses expressoes:

Ke=xMeo (2.68)
1
Mo :;K(p (2.88)
) 1
KM ¢ :;(p (2.89)
. 1
MK "M (pzjl\/l(p (2.90)

Em seguida define-se a matriz de transforma&@aowom m colunas en linhas, onde

ml] n, que satisfaz as seguintes relacoes:

¢=Q¢p (2.91)
Q'MQ=1, (2.92)
Q'MK'MQ=T (2.93)

Nas expressées (2.91), (2.92) e (2.98)é uma matrizm x n, |, € uma matriz

identidade de ordem e T € uma matriz tridiagonal de ordem
Substituindo-se a expressdo (2.91) na expressf0) (8. pré-multiplicando po®’

obtém-se
Q"MK ‘MQ (p:%QTMQ(_p (2.94)

Substituindo-se as relagbes (2.92) e (2.93) na esgspp (2.94) obtém-se a

transformacao de Lanczos para o problema de aotodatio pela expresséo (2.68)

— 1_
To=—9¢ (2.95)
A
Os autovalores da expressdo (2.95) sdo os invele®m maiores autovalores da

expressao (2.68). Estes sdo obtidos de um proldemanatriz de ordem, enquanto aqueles
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resultam de matriz de ordem muito menor. Para Isellaa os autovetores de (2.68) aplica-se
arelagéo (2.91) aos autovetores do problema nassgo (2.95).

A matriz de transformaca@ é formada pom vetores colung; den linhas dados por
Q=[a, q, ... 0y (2.96)

Para se obter os vetorep da expressao (2.96) escolhe-se um vetor inigjale

calcula-se
— Qo
0, =——— (2.97)
b (@'Mag”*
Os demais vetoreg, sé&o obtidos pelo seguinte processo iterativo (BETH996,
p.946):
4 =K'Mq, (2.98)
a, =q; Mq, (2.99)
4 =0 -ad,-8.40G, (2.100)
B =(@Md,)" (2.101)
0 =%: (2.102)

onde 3, =0 ei=1,2,..m.

A matriz tridiagonall’ apresenta a seguinte forma:
a B
A a, B,
T= . (2.103)
am—l ﬂm—l

ﬁ—l am_

onde os termog; e £ séo obtidos das expressdes (2.99) e (2.101).

Wilkinson (1965,apud GOLUB, 2000, p.46) demonstra que esse algoritimstavel
devido a perda de M-ortogonalidade dos vetgresendo necessaria uma reortogonalizacao
dos vetores.

Um algoritmo iterativo para obtencdo dp autovalores, utilizando-se as
transformacdes de Lanczos e incluindo-se a nedassartogonalizacdo dos vetorgs €
apresentado por BATHE (1996, p.952).
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De acordo com GOLUB (2000, p. 49)a ‘partir de 1980 esse método se torna o
método preferido para problemas de autovalor coanges matrizes simétricas e espaftsas



3 ELEMENTO DE BARRA ESPACIAL

Nesse capitulo € apresentada a formulacdo néo-ldeeam elemento finito para a
barra espacial, utilizando-se o desenvolvimentbakdo por SCHULZ e ANDO (2007).

Nesta formulacdo nao € incluida a tor¢do por empento, pois se considera que sua
implementacéo extrapola o escopo deste trabalhoe&todo de empenamento em elemento
finito pode ser encontrado no trabalho de SILVAO®0

3.1 CINEMATICA

Na Figura 3.1 é apresentado o sistema de coordenagday e z adotado.

Denominam-seu, v e w 0s deslocamentos de um ponto qualquer, respeciv@nnas

direcbesx, y e z. Denominam-se/, ¢ e 7 os deslocamentos da origem de uma secéo
transversal =0 e z=0). Nas expressdes seguintes, o apostrofe denotxivzada em

relacéo ao eixo longitudinal ( f' =af /9x).

Figura 3.1 — Secéao transversal de elemento de.barra
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Para o desenvolvimento do elemento em analise ddtadas as seguintes hipbéteses
cinematicas simplificadoras:
l) considera-se aceitavel a hipotese da indeformabiidda secdo transversal no proprio
plano e denomina-s@ a rotacdo da secéo transversal em torno doejxo
m)  admite-se o campo das pequenas rotacdes;

n)as deformacdes de cisalhamentg e y,,, a derivada da rotacéd@ e os produtos de
segunda ordem, que envolvem as derivadas dos destotos longitudinaisl’ ndo séo
considerados relevantes para a determinagéo davdefao longitudinak, .

Considerando-se essas hipoteses, adotam-se astesgaproximacdes para 0S

deslocamentos e w de um ponto da secao:

v=¢-206 (3.104)
w=n+yé '
Das expressoes (3.104) obtém-se as seguinteseslpada as derivadas em relacéo a
yez:
ay ; y (3.105)
_V - —8 _VV e O
0z 0z
Derivando-se as expressoes (3.104) em relagde desprezando-#8 tem-se
V=g
. (3.106)
w=n

Considerando-se os termos relativos a nao linedgig@ométrica, as deformacdes de
cisalhamento,, e y,,sdo dadas por

~0u O0v dudu O0vov OwWo w
V=t bt ——
Y9y 0x 0xdy 0xdy 0xdy

(3.107)
~0u Ow dudu O0vov 0w W
Vy=—F—F——+——+—
0z 0X 0X0z 0Xdz 0 X0 :
Reordenando-se as expressoes (3.107) tem-se
Vi =?(1+ u')+ \/(1+g—vj + v\ig—w
y y y (3.108)

TR P,
0z 0z 0z
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Aplicando-se as hipoteses de que as deformacOessadiamentoy,, e J,, e 0s
produtos, que envolvem as derivadas dos deslocam@nisdo despreziveis, seguem-se

ou ow

a— +V + V\/a— =0
y y (3.109)
o, W +V L 0
0z 0z
Substituindo-se as expressodes (3.105) e (3.1069xpeesséo (3.109) obtém-se as
expressoes
ou -
M ==¢-né
ay (3.110)
u
7 = ] + T 9
5 " '3
que fornecem a seguinte aproximacéao para o destotam:
u={-(y-26)&-(z+ )y (3.111)

Desprezando-se os termos nao lineares associadiesvada do deslocamento na

direcdo axial tem-se a seguinte expressao parbbarigao longitudinal:
g, =u+=(V) +=(w)’ (3.112)
Substituindo-se as expressoes (3.106) e (3.11Expeesséo (3.112) da deformacao
£, obtém-se
512 ,7:2
£ =Z’+—+7—(y—z6?)£"—(z+ yo)n' (3.113)

3.2 MATRIZ DE RIGIDEZ DO ELEMENTO DE BARRA

Utilizando-se a expressao (3.113), a variagéo tameacdos, é determinada por:

&, = 8(7) e o(E) o)
—y5(&") - 28(n") + 28(8 &) - y5(617')

Na expressédo (3.114) observa-se que a variagddedasmacdes longitudinaige,

(3.114)

pode ser decomposta em duas parcelas, uma limedraenao linear, dadas por
O, =0t + O, (3.115)
e definidas por

o€, =0({")-yd(&")-za(n") (3.116)
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e, =0(&)E+3(n) 7 -[3(8) " +5(n") 6] y+[5(6) &' +5(&") 6]z (3.117)
Define-se o vetor de posi¢cgnde um ponto na secao transversal como:
p=[1 y £ (3.118)
No contexto de uma solugcédo por meio do método theentos finitos define-se o

vetor de interpolacadl,, de uma grandeza geométrica qualgmgvor meio de:
a=N,u (3.119)
ondeu sé&o os deslocamentos nodais do elemento.

A componente lineade,, é interpolada por meio da expressao:
oe,=pb;jou=3du’b,p’ (3.120)
onde a matriz de interpolacdo €
b, =[N, -N. -N,] (3.121)
A componente néo lineak,, € obtida pela interpolacéo:
Je,=0u' B,u=u' B,du (3.122)
ondeB, € uma matriz simétricérB2 = BTZ) definida por
B, =) B,y Py (3.123)
Na expressao (3.123B,, sé@o matrizes tambeém simétricas associadas a cemigon
p, do vetor de coordenadas generalizgulagstas séo determinadas por meio de
By, =N Nz +N_ N/
B,,= —N””N; - NHN;,, (3.124)
B,;=N.Nj +N,NL
Definem-se os vetords, ,, que constituem os termos da matyiz por:
b, =B,u (3.125)

A componente néo lineak,, é reescrita na forma

%, =0ou" (3B, pJu=ou" (Y.B,,up)=du"(Xb,,p,) (3.126)

ou ainda
o, =0u" b,p=p" bldu (3.127)
Ooc,=0U" b,p=p' b} U (3.128)

Define-se a matrib como
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b=h,+b, (3.129)
A variagdo das deformagdes longitudinéss é portanto igual a
J0e, =0u' bp=23"p (3.130)
onde d¢ é o vetor da variagdo das deformacgdes generaizada
Considerando-se além das deformagdes longitudimsideformacgdes de cisalhamento

associadas a torcdo de Saint-Venant, o principsotiddalhos virtuais conduz a equacéo de

equilibrio, onde, por simplicidade, sdo omitidogeysnos relativos as forcas de volume:
[, 0.dv+| 00 T, dL=ou" F (3.131)
Na expressédo (3.13T),, € o momento de tor¢do de Saint-Vendnte o vetor de
forcas nodais do elementd, representa o volume do elementb @ seu comprimento.
O vetor dos esforgos internos generalizaBata secdo transversal é definido por
s=[ podA=[N, -M, M, ] (3.132)
ondeo € a tensdo normal, € a forca normalM, e M, sdo os momentos fletoresdé

representa o elemento de area da secao transversal.
As expressdes (3.130), (3.131) e (3.132) fornecereq@acdo de equilibrio do
problema:

[bsdL +] N, Ty, dL=F (3.133)

3.3 EQUACAO INCREMENTAL

No processo numérico de resolucdo, além de variicaequacdo de equilibrio,
necessita-se, também, avaliar uma nova aproximaam@oos deslocamentos por meio de uma
equacgao linear incremental. As relagbes constastincrementais sao definidas pelas
expressoes

S =Ed, = E(p'b'ou)
OT,, =G I, 08 = GI N,du

(3.134)

A matriz constitutivak € dada por

E=jAp Ep’ dA (3.135)
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Nas expressdes acimi, é o modulo de elasticidade tangente do aco empatta e

GJ, € o modulo de rigidez tangente a torcdo de Sagmiavit. De forma expandida, a matriz

E éigual a
E. E, E
E=|E, E, E, (3.136)
Ezl Ezy Ezz

onde os termo&,, sdo determinados por meio da expressao:
E,,=[,abEd# (3.137)

Como a variacdo da matriz ndo € nula, a partir da equacédo de equilibrio3@&.1

tem-se:
[ obSdL+[ bdsdL+| N, oT, dL=0F (3.138)

Observa-se , a partir das expressoes (3.121),58e13.129), que
oS, =0 (3.139)
dbS=0b,S=> b, S =D § B, du (3.140)

Substituindo-se as expressoes (3.134) e (3.140¢xpeessao (3.138) obtém-se a

equacao linear incremental
Kdu=dF (3.141)

ondeK € a matriz de rigidez tangente do problema, didipior
K=[(X8B,,) dL+[bEbT di+ [N, GI,Nj dl (3.142)

3.4  IMPLEMENTACAO NUMERICA

As integrais sao obtidas numericamente por memgudaratura de Gauss-Legendre.
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Figura 3.2 — Elemento finito de barra.

O elemento implementado é apresentado na Figur&R2 constituido de dois nos,
com seis graus de liberdade por no (trés deslodasertrés rotacoes).

As funcOes de interpolacdd, e N, sdo polinbmios de terceiro grau. E usual adotar
uma fungao de interpolacao lineldy entre os noés inicial e final do elemento.

Um deslocamento nodal adiciond), na direcdox é introduzido no meio da viga.

Como demonstrado por CHAN (1982), este grau deddmke adicional permite uma melhor
interpolacdo em um elemento cuja posicdo do cemérayravidade varia em funcdo do
comportamento nao linear fisico.

O grau de liberdade adicional,, é eliminado posteriormente por meio da técnica da

condensacdao estéatica. A matriz de rigidez com a@yde liberdade é
K, K Au AF
oo = (3.143)
K 21 K22 Ad><3 O
A expresséo (3.143) fornedd,, = —K,1K ,,Au . A matriz de rigidezK condensada

12x12 é
R =K 11 -K T21K;1< 21 (3-144)

3.5 VARIACAO ANALITICA DA MATRIZ DE RIGIDEZ TANGENTE

A matriz de rigidez tangente é expressa por

K=[bEbTdL+[N, GJ,N; dL+| (3 §B,,) dl (3.145)
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Um incremento na matrik pode ser expressa por

AK =[ bEbTdL+[bEM" dL+| (Y ASB,,) dL (3.146)

Os incrementos na expressao (3.146) podem serssggreor
Ab =Ab, =Au" B, (3.147)
AS=EDb' Au (3.148)

Considerando que a andlise da estabilidade édeitango do caminho de equilibrio

tem-se em um passo

F=AF (3.149)
Dessa forma o incremento de deslocamentos poexge¥sso por
AU, =K F L, -F) = (- K F (3.150)
Define-se
u. =K'F (3.151)
A, =A,—A (3.152)
Au = yug (3.153)

Substituindo-se as expressoes (3.147), (3.148)1L83Bna expressao (3.146) obtém-se
AK :)(ULUETBZ EbTdL+[bEBy, dL+[ (EbTu.B,) dL} (3.154)

Supondo-se que o ponto critico ocorra apds 0 patsm-se

(K, +AK u =0 (3.155)
Substituindo-se a expressédo (3.154) na expressdd5|3tem-se o problema de
autovalor
(K, +xK )u =0 (3.156)
onde
K;=[u."B,EbTdL+[bEB, dL+[ (EbTu.B,)dL (3.157)

A forca criticaF, correspondente é expressa por

I:cr = (A| +X) F (3158)



4 DESENVOLVIMENTO DE ELEMENTO DE CASCA PLANA

Neste capitulo é apresentada a formulacdo Lagraagkstal de um elemento finito
de casca plana baseado nas seguintes hipétesesidale Kirchhoff para placas planas:

a) as sec¢Oes transversais ao plano médio permanptams durante o processo de
deformacéo;

b) as deformacgbes transversais ao plano médio deacsiao pequenas e podem ser
desprezadas (COOK, 1989, p. 315 e ZIENKIEWICZ, 199B).

A formulacdo tem como base o elemento finito degkna triangular de Kircchhoff
conhecido pela sigla DKT (Discrete Kirchhhoff Trig). Dessa forma considera-se que o
elemento ndo é adequado para modelar estruturapa@ues espessas. A formulacdo de um
elemento finito de casca com parede espessa égpaopmmo tema de futuros trabalhos.

Adota-se que a configuracdo inicial o elemento &gl isto é, o elemento ndo
apresenta curvatura. Desta forma, apesar do elemaptesentar comportamento de
membrana, a representacdo de estruturas com pacedess com este elemento pode
implicar em resultados menos precisos ou exigir araer discretizagdo. Considera-se que o
desenvolvimento de um elemento finito de casca comatura esta acima do escopo deste

trabalho, e consta como proposta de futuros trabalh

4.1 CINEMATICA

Na Figura 4.1 observa-se que os deslocamentas respectivamente nas direcoes
y, para um ponto numa lamela transversal ao plarthons@o dados por

ux ¥,2=y(x y+ zg( xy (4.159)
V(X Y, 2= V%(x Y= ZJ( XY (4.160)
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ondeu, eV, sao os deslocamentos lineares nas direcégse r, e r, sao os deslocamentos

angulares em relagéo aos eixasy.

Figura 4.1 — Deslocamentos em elemento de casca.pla

O deslocamentav na direcdoz é considerado constante ao longo da espessura da
lamela.

A seguinte notacdo € adotada para as derivadanaéuncad qualquer:

‘;—fz f, (4.161)
vl

2

‘;XZ =f, (4.162)

Conforme mostra WASHIZU (1975, p.55), considerasdoes efeitos de segunda

ordem, as deformacdes especificas podem ser adsybelas expressoes:

1 1 1
&y :u,x+5(u,x)2+_2(v,x)2+_2( V\,/x)2 (4163)
&, =v, v (u,) +5(v) +5(w)’ (4.164)
Vig TUyHVLH UU VLV W W, (4.165)

onde u,x , v,X € w,X representam as derivadas dslechmentos em relacdo a x e u,y , v,y e
w,y representam as derivadas dos deslocamentoslagdo a y conforme a notacéao definida
pela expresséo (4.161).

Desprezando-se os termos néo-lineares, que nam re¢d&ionados com a flexdo, as
expressoes (4.163), (4.164) e (4.165) sao simadifis para

1
£.=u, +E(WX)2 (4.166)
£, =V, +%(W,y)2 (4.167)

Yoy =U, TV, W W, (4.168)



75

Derivando as expressoes (4.159) e (4.160) obtém-se

u,=U, +r, z (4.169)
Uy =Uy +1, 2 (4.170)
V=V —h Z (4.171)
V=V, —I 2 (4.172)

Considerando-se a hipétese de pequenas rotacteseadiotar
W, =T (4.173)
W, =T, (4.174)

Substituindo-se as expressfes (4.169) a (4.174)expessdes (4.166), (4.167) e

(4.168), obtém-se as seguintes expressoes paedoamecdes especificas:

1 2
£ =Uy + ryvxz+§( ry) (4.175)
_ 1, 2
£, =V — rxyz+5( r,) (4.176)
Vig =, t Vo, +(ryy - rxx)z— nr (4.177)

4.2 FORMULACAO DO ELEMENTO

Utilizando-se o célculo variacional, a partir dapressées (4.175), (4.176) e (4.177),

obtém-se as variacoes das deformacdes especifidas pelas seguintes expressoes:

O, =0u, +zor, +r,0r, (4.178)
O, =0V, —z0r +r1.0r, (4.179)
W,y = 5u0vy + JVQX + 40 L —5rxx) —(r,or +r or) (4.180)

As expressoes (4.178), (4.179) e (4.180) podenetammuladas como a soma de uma

parcela linear e uma parcela néo linear

o, =0, +O€, (4.181)
o€, =%, +0€, (4.182)
Wyy =Wy TV (4.183)

onde as parcelas lineares séo

O, =0U, +z0T1, (4.184)
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o, = é'voyy - zé'rx'y (4.185)
Wiy = 5qu + 5V0,X +2z(0 £~ o) rxx) (4.186)
e as parcelas ndo-lineares séo
o€, =ror, (4.187)
of, =10, (4.188)
Wiy, =10, T X (4.189)

Na abordagem do método de elementos finitos isopdrecos uma grandeza
geomeétrica qualquear € obtida por
a=N,u (4.190)
ondeN, é um vetor de fungdes de interpolagéo € um vetor de deslocamentos nodais.

Utilizando-se a expresséo (4.190), os deslocamdimeares e angulares sdo dados

por
U, =N,u (4.191)
v, =N,u (4.192)
re=Nu (4.193)
r, = Nryu (4.194)

As derivadas dos deslocamentos sdo obtidas peleaci#&o das funcbes de forma e

definidas por

U, =N, U Uy =N, u (4.195)
Vo, =N, u vy =N, u (4.196)
r,=N,u r = eryu (4.197)
ry =N u r, =N u (4.198)

Utilizando-se as expressodes (4.191) a (4.198),aasefas lineares das deformacgdes

especificas, dadas pelas expressoes (4.184), J4£185.86), podem ser reescritas como

%, =(N, +zN, )du (4.199)
%, =(N, —zN, )du (4.200)
Wy =[(qu +Nv.x) +z(Nry -N, )]du (4.201)

Definindo-se o vetor de posi¢cgode um ponto na sec¢éao transversal por meio de
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p=[1 Z] (4.202)

as parcelas lineares das deformacdes especifiadas gpelas expressdes (4.199), (4.200) e
(4.201), apresentam a seguinte formulacao:

%, =pb’ du (4.203)
d, =pb’ du (4.204)
d,, =Pb’ du (4.205)
onde
b, :[Nu‘x N, J (4.206)
b =[N, N, | (4.207)
bxyL :[(NL{y +Nle) (Nry —er )J (4.208)

Procedendo-se da mesma forma, obtém-se para adagsanéio lineares, dadas pelas
expressoes (4.187), (4.188) e (4.189), as segerfessoes:

%, =u'N;N, du=u'B, du (4.209)
%, =Uu'N/N du=u'B, du (4.210)
e =UT(-NIN, =N/N, )ou=u'B,, du (4.211)

Essas parcelas nao lineares podem ser reescritasfarmato semelhante ao das

parcelas lineares nas expressoes (4.45) a (4.4Mgio das relacdes

%, =pb] du (4.212)
%, =pb} du (4.213)
&, =Pb] du (4.214)
onde
b,, =[(B,,u) (O] (4.215)
b, =[(B,.u) (0] (4.216)
b, =[(By,u) (0] (4.217)

A matriz de posicad® é definida por
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p (0 (0)
P=/(0) p (0) (4.218)

0) (0) p
As expressoes (4.206), (4.207) e (4.208) podem csenbinadas no vetor de

interpolagéo lineab, dado por
b, =[b, b, b, ] (4.219)

De forma semelhante, as expressfes (4.215), (42146R17) constituem o0s termos

do vetor de interpolagdo nao-lingay, dado por
by =[b,, b, b, ] (4.220)

O vetor de interpolacab resulta da seguinte soma dos vetores (4.219220%.
b=b, +b,, (4.221)
Utilizando-se as expressoes (4.209) a (4.214)defgicOes (4.218) e (4.221), pode-

se condensar as expressoes (4.181) a (4.183) mateegotacdo matricial:

O

X

Jde=| de, |=Pb'du (4.222)

y

5yxy

4.3 EQUACAO DE EQUILIBRIO

WASHIZU (1975, p.64) apresenta o principio dos athbs virtuais na teoria de

deslocamentos finitos por meio da expressao:

[[[o™ e, ~P'ouydv-[[ Fou da=o (4.223)
v S

onde A, 1 = Xx,Y,z, P representa as forcas de vqumEerepresenta as forcas externas por
unidade de area.
Desconsiderando-se, por simplicidade, as forca®mllene e adotando-se uma notagao

matricial a expresséao (4.223) pode ser reescriteoco

[oe’edv =6u"F (4.224)
\%

onde F € o vetor das forcas externas,é o vetor de deslocamentos nodaisé o vetor de
tensdesg € o vetor de deformacdes especificd¥€ um elemento infinitesimal de volume.

Substituindo-se a expressao (4.222) na expressz@ijdobtém-se
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[bPedv=F (4.225)
\Y

Separando-se a integral de volume em uma integriango da secao e outra integral

ao longo da espessurda casca plana, tem-se

j b j PodzdA=F (4.226)
A

Define-se o vetor de esforcos interi®gor meio de

p (0 (0)}] o )
s:jpcdz:j © p 0o |d=[N M N M N M| @227)
0) (0) p |7y
Utilizando-se a expressao (4.227) na expressad®@@)y.Bbtém-se a equacdo de
equilibrio

[bsdA=F (4.228)
A

4.4  DESENVOLVIMENTO DE ELEMENTO DE CASCA PLANA

O desenvolvimento do elemento finito de casca pl@aate da formulacao
isoparamétrica de um elemento plano quadranguli@ar secdo média tem 1 n6 em cada
vértice e 2 nds intermediarios em cada lado, &#tatdo 12 nos.

A Figura 4.2 apresenta a numeracdo adotada paradéssdo elemento plano

quadrangular.

Figura 4.2 — Numeracao dos nds do elemento de pésta

Adotando-se a proposta de ZIENKIEWICZ (1998, p.122funcao de interpolacéo
para cada no do vérticeleste elemento é dada por

Ny = 3i2(1+ &) (1+7,)[-10+ 9¢% +n?)] (4.229)

vert,
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onde¢ e r7sao as coordenadas naturdis= & e n, =n1,.

Em cada no6 intermediario tem-se pdra&+l e, = ié
9
Npy, =550+ &)A-n%)a+ 97,) (4.230)
1
Quandoé, = 15 ern =1 tem-se
9
Niy, =55 +77)(A )+ %) (4.231)

A grandeza geométrica qualquer, dada pela expressao (4.190), pode ser apresentada

—_ Nven ! uvert 4 232
TN u. (4.232)

int int

na notacéo matricial

onde u.

er € 0 vetor de deslocamentos nos intermediariag, g€ o vetor de deslocamentos
dos nés dos vértices.

Pode-se reduzir o tamanho das matrizes utilizardors processo de condensacgéo
composto de duas etapas: uma relacionando os desatos associados ao plano da casca e
outra relacionando a flexdo da chapa e rotacOeslatas.

A Figura 4.3 apresenta 0s eixos ortogorgaesn considerados para a borda 1-2 de

comprimentd. entre os vértices 1 e 2.

Figura 4.3 — Eixos da borda 1-2 do elemento deacplsma.

Para a primeira etapa assumem-se as seguintegdep@o longo de cada borda do
elemento:

a) o deslocamento, na dire¢ac tem variacao linear;
b) o deslocamenta, na diregdm tem uma variacdo dada por uma curva do tercesa; gr

c) a rotacaa, € uma derivada do deslocamentgs) em torno do eixa.
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Aplicando-se a primeira hip6tese na borda 1-2 tem-s

Uy =§uSl +é ug (4.233)
Uy :%u% +§ ug (4.234)

Agrupando-se as expressoes (4.233) e (4.234), eéempsoduto matricial

}{U%} (4.235)
usz

Ao longo da diregam, os deslocamentos, sao interpolados por uma equagéo do

wihv wle

terceiro grau definida por

u(s)=as+ bé+ cs | (4.236)
Com as condic¢des de contorno
u,(0)=u, (4.237)
u,(L) =u, (4.238)
s oy=r. (4.239)
ds '
% =t (4.240)
ds 2
determinam-se as seguintes relacdes para os nés 5 e
u | T2 a2 _aifu, ]
5 27 27 27 27 1
r -4 0 4 _1|lr
% 3L 3 3 4
= (4.241)
U | | 72 % 2 ~5| W,
| LT 3= O,

Agrupando-se as expressoes (4.235) e (4.241) obdém-

“1 72 o 012 0 o0o]%

u 20 41 7 _2.1|lU

| |0 7 % 0 5% —FH|"n

r 0O -2 0 0 & -—-1ifr

1 2 '

USB 3 0 0 3 0 0 LISZ
u, 0 % % 0% % u,

° 4 1 4 :

r 10 -t =2 0 3 0],
L % | L 2 |

As seguintes hipdteses sdo adotadas na segundadetapndensacao:
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a) os deslocamentos verticais variam ao longo das bordas, na diregade acordo com
uma variacao polinomial de terceiro ;

b) a rotagaa, tem uma variagao linear em torno do esxo

c) a rotacaa, € uma derivada do deslocamenigs) ao longo do eixa.

‘Z

Figura 4.4 — Rotacdes no elemento de casca plana.

Com a convengéao adotada para o sentido positivootasoes na Figura 4.4 verifica-

se que
r =% (4.243)
ds
Aplicando-se as condi¢Ges de contorno
r(0)=rg (4.244)
ry(L)=rg (4.245)
u,(0)=u, (4.246)
uz( L)= uzZ (4.247)
du
2(0)="-r 4.248
OIS( )=t ( )
A y=r, (4.249)
ds g
obtém-se as relacdes
wl - o]
s 0 2 0 0o 1 o'
wl |2 o -2 2 o 4|y '
Z 27 27 27 27 2
r, 0 1 O 0O £ 0 r,
r | e 0 -5 -« 0 0]
L M | L M
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Define-se o vetor de deslocamentos dos nds inteamesida borda 1-2 por meio de

_ T

Uinter —[uss U, U, rg r, rp u o u, u, ror r @] (4.251)
O vetor de deslocamentos dos nos dos vérticesrda he? é dado por

_ _ T

Usert,, —[usl u, U, rg rg r, ug u, u, ror r z] (4.252)

Utilizando-se as expressoes (4.251) e (4.252),-gedegrupar as expressoes (4.242) e

(4.250), e obter a expressao, que relaciona osawsentos dos nos intermediarios com 0s

deslocamentos dos nés

Uinterl_z = Tl— ; vert, , (4253)
onde
(18 9 .
20 a 7 -4
20 -4 7 4
18 9
36 BEIN
L L
_36 36 9
F =1 L L
1-2 =
27| 9 18
7 2L 20 -4
7 -2L 20 a4
9 18
% -9 _36
L L
_36 9 36
L L T | (4.254)

Os deslocamentos no sistema de coordenadas loeaibodla 1-2 devem ser
transformados para o sistema de coordenadas gldbaifigura 4.2 podem ser obtidas as

relacdes entre os deslocamentos nos sistemas kkenadas local e global dadas por

U cosh sermd O}l u
u, |=|-semd cosh O} v (4.255)
u 0 0 1 W

ondei indica 0 nimero do no.
Da mesma maneira, entre as rotagc@gse r, e as rotagdes, e r, € valida a

transformacao



84

Is cosy send Of| Iy
r, |=|-semd cosHh Ofr, (4.256)
r, 0 0 1flr .

Definindo-se os vetores de coordenadas globgis e u , que correspondem

vert,,
respectivamente aos deslocamentos dos nos intémosde nos dos vértices da borda 1-2, e
utilizando-se as expressoes (4.255) e (4.256) seem-

Uier,, = RoUinger,, (4.257)
Uper,, ©RgU e, (4.258)
onde
[ co® serd 7
-ser® cod
1
co® sem
-sery cod
R, = 1 (4.259)
co® serd
-sery cod
1
co® serd
-sery cod
L 1_

Substituindo-se as expressoes (4.257) e (4.258ypr@sséao (4.253) obtém-se

u =T,,u (4.260)

intery_, vert, ,

onde
—_DTT
T.,=R,T_,R, (4.261)
Repetindo-se esse procedimento para as demaisshawmddemento, monta-se a matriz
T, que relaciona os deslocamentos dos nés internesi@m os deslocamentos dos nds dos
vértices por meio da expressao

u..=Tu

inter vert

(4.262)

A grandeza geométrica pode ser relacionada apenas com o vetor de destotas

dos nés dos vérticea substituindo-se a expressao (4.262) na expre@sdsd2). Essa

vert ?

condensacéao é dada por
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N,.. ][ u
a{ Ve"} { "e”}:(NT +NT T)U,q, (4.263)
N - T u vert vert int
ou
a=N"u,, (4.264)

onde a funcéio de forma modificatiaé obtida por

N=N,,+N, T’ (4.265)

45 EQUACAO INCREMENTAL

A equacdo incremental necessaria no processo dedsohdo-linear é determinada

mediante a variacdo da expresséao (4.228)

&( j bSdA) = oF (4.266)

Dessa forma obtém-se

j ob SdA+ j bdSdA=OF (4.267)
A A

A expressao (4.221) da matihzfornece a relacao
db=0b, +db,, (4.268)
Como a componente lineér ndo apresenta variagéo tem-se
db, =0 (4.269)
Substituindo-se as expressoes (4.215), (4.21&@173. (4.220) e (4.269) na expressao
(4.268) obtém-se
db =B, du (4.270)
onde
By =[B, 0 B, 0 B, 0 (4.271)
A segunda parcela da expressao (4.267) € deteranidadexpressao (4.227), cuja
variacao resulta em

S =[ Pdodz (4.272)

A variagao da relacao constitutiva do material peeteexpressa por
06 =d ¢ (4.273)
onded € a matriz de rigidez do material (COOK,1989,}).@ada por
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d11 d12 d13
d=|d, dy dy (4.274)
d13 d23 d33
Substituindo-se a expresséo (4.222) na expressa3jdobtém-se a relagédo
dcs=d P"b' oU (4.275)
que inserida na expressao (4.272) fornece
OS= j PdPdz bdu (4.276)
A matrizD é definida pela seguinte integracao:
D=[PdP'dz (4.277)

A partir das expressoes (4.267), (4.270), (4.276)4.277) obtém-se a equacédo

incremental

K du=oF (4.278)
ondeK é a matriz de rigidez tangente definja
K = j(B S +bDb")dA (4.279)
A
K :f([NxB w NBy NB, |+b DbT) dA (4.280)
A

Utilizando-se a expresséo (4.221), a expressad{t@a matriz de rigidez pode ser
decomposta na soma
K=K +K (4.281)

A parcelaK | € a matriz de rigidez elastica linear e € dada por

K, =[b Db} dA (4.282)
A

O termoK , representa a parcela ndo-linear que resulta dassgo

Ky = [(BS+by Db’ +bDb}, )dA (4.283)

A
Verifica-se que o primeiro termo da integral narespdo (4.283) depende apenas da
geometria da estrutura e das cargas aplicadasespomdendo a “matriz de rigidez
geométrica” (BAZANT, 2003, p.76). Os demais termdesK ,, apresentam a influéncia dos

deslocamentos nodais na variagao da rigidez datestr
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VARIACAO ANALITICA DA MATRIZ DE RIGIDEZ TANGENTE

Um incremento na matriz de rigidez tangeltpode ser expresso por

DK = [(By S +AbDb" +bDADT)dA (4.284)
A
Os incrementos na expressao (3.146) podem serssxgreor
Ab =Ab,, =B,,Au (4.285)
AS=Db' Au (4.286)
Considerando que, em cada pasgsa determinacdo do caminho de equilibrio tem-se
F=AF (4.287)
o incremento de deslocamentos pode ser expresso por
A =K*FE L, -F)=(A, - 1K F (4.288)
Define-se
ur =K;'F (4.289)
Au = yug (4.290)

Substituindo-se as expressoes (3.147), (3.148)1LB3Bna expressao (3.146) obtém-se
T
AK, :XI(BNLD b'u, +Bu.Db"+bD (B U ) )dA (4.291)
A
Supondo-se que o ponto critico ocorre apds o pakscaminho de equilibrio tem-se
K, +XKu =0 (4.292)

Substituindo-se a expressédo (3.154) na expressdd5|3tem-se o problema de

autovalor

onde

(K, + XK u =0 (4.293)

W — T, T T
K, —I(BNLDb up +B,u Db +bD (B, u.) )dA (4.294)
A

A forga criticaF, correspondente é calculada pela expressao

Fe =(A+X)F (4.295)



5 FORMULACAO DO PROBLEMA DE INSTABILIDADE

5.1 O PROBLEMA DE INSTABILIDADE

Neste capitulo sdo apresentados aspectos do pwhdeninstabilidade para uma
estrutura modelada por elementos finitos, e € iaita formulagéo variacional que resulta
num problema de autovalor.

GONCALVES e CAMOTIM (2004, p.1473) citam que tenmpoogdo um aumento na
utilizacdo de ago inoxidavel e aluminio em estaguiEsse aumento ocorre em funcdo de
distintos aspectos desses materiais, como a dégace resisténcia/peso, resisténcia a
corrosao, aspectos estéticos, facilidade de magéddenversatilidade de fabricacéo.

De acordo com esses autores a busca de menores aliatla a exigéncias estéticas
leva a projetos estruturais com elementos esbeltiesparede fina. Como esses elementos séo
muito susceptiveis a flambagem local e global,sepsgetos devem analisar os fenbmenos de

instabilidade que possam ocorrer nessas estruturas.

5.2 CAMINHO DE EQUILIBRIO

Segundo FELLIPA (2001, p.2.9), a analise nao-limEaestruturas tem como objetivo
obter a resposta de estruturas nao-lineares palaéo, que envolve uma combinacdo de
modelagem matematica, métodos de discretizacamie®s numericas.

FALZON e HITCHINGS (2006, p.1) argumentam que, r@iarna dos casos praticos
de estruturas, o analista quer conhecer, alémnaitelide carga aplicavel, a progressao do
comportamento da estrutura. Dessa forma, a aréfisiea com carregamentos incrementais, a
fim de se obter uma seqiéncia de pontos que repaesgossiveis configuracdes ou estados
da estrutura em equilibrio estatico.

Esse comportamento estatico € caracterizado porelagio forca-deslocamento que
pode ser visualizada na forma de um diagrama, seéeimminado caminho de equilibrio.
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O caminho de equilibrio tem inicio num estado derémcia que pode ser escolhido
arbitrariamente. A Figura 5.1 apresenta um camdehequilibrio numa estrutura com apenas

um grau de liberdade.

Forca
representativa
A
\ Caminho de
equilibrio

. Deslocamento
Estado de 7 representativo
referéncia

Figura 5.1 — Caminho de equilibrio.

Os seguintes pontos do caminho de equilibrio aptaseinteresse especial:
a) pontos de falha — em que o caminho é interromp@¥idd a falha fisica;
b) pontos de inflexdo — em que a tangente ao caminediéal;
C) pontos criticos — em que a tangente ao caminhoadefmao eixo dos deslocamentos.

GEERS (1999) salienta que a andlise nao lineastleteras é freqlientemente afetada
pela presenca de pontos de estabilidade criticeapunhos de equilibrio instaveis, e que a
pesquisa desse tema nas Ultimas décadas resultauvariedade de solucdes técnicas. Uma
das maiores dificuldades na obtencdo do camintemdiéibrio em problemas néo lineares € a
passagem por pontos criticos.

Segundo MEMON e SU (2004), a utilizacdo do métodoN&wton-Raphson com
controle de forca foi um dos primeiros métodoga#ados para encontrar solu¢cées no caminho
de equilibrio, mas o método falha préximo ao panitico.

Muitos métodos tém sido propostos para lidar coprablema inerente de pontos
criticos. Um dos métodos mais diretos é a supregséiberacdes de equilibrio proximo a
pontos limites. BergarapudGEERS, 1999) desenvolve esse método utilizandpder para

detectar a necessidade de supressao.
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O método de molas artificiais proposto por WrighGaylord épud GEERS, 1999)
retorna a matriz de rigidez tangente a sua condogi@Bitiva definida adicionando molas
artificiais, que é efetivo apenas para problemdsuap-through”.

Outro método freqientemente utilizado € o contditeto do deslocamento. Nesse
método um Unico componente de deslocamento é tomeadwm parametro de controle
definido e a correspondente carga é a incognitgyrs @pud GEERS, 1999) desenvolve
inicialmente esse método, que € aprimorado porzBat®hatt §pud GEERS, 1999) para
preservar a simetria da matriz de rigidez. Essedoéialha quando existe um “snap back” no
caminho de carregamento.

Uma importante classe de métodos é conhecida caétadmdo comprimento de arco
constante. Riks e Wempaapud GEERS, 1999) séo os primeiros a propor a incldsdoma
equacao de restricdo no procedimento iterativo a@svtbh-Raphson. Essa equacédo de
restricdo geralmente é formulada em funcdo da nodwmaincremento do vetor de
deslocamentos nodais e uma grandeza adimensiofatbdele forca.

A proposta inicial de Riks é aperfeicoada por nuipesquisadores e CRISFIELD
(1997) € o primeiro a propor uma equacao quadrdgceestricdo que interage numa esfera
(método do comprimento de arco com raio constaonte)num cilindro (método do
comprimento de arco cilindrico). Como os métodagsgntam duas solugbes, CRISFIELD
(1997) propde critérios para selecionar a raiz aaea,

Admite-se que a estrutura seja carregada prop@oamte pelo vetor de forcad- e

em uma iteragébo vetor de forgas resistented=é O método iterativo de Newton-Raphson

fornece a equacéao
(0.296)

AU =K, AF -F)=AK, F K, =AM -A (0.297)
Define-se o comprimento de ardo com o0 objetivo de controlar o modulo do
incremento de deslocamenfwi, por meio de
AuAu, =12 (0.298)
Com as expressoes (0.297) e (0.298) encontra-se
APDugAug - 2AAufAu; +AufAug 17 =0 (0.299)
A equacéo do segundo grau dada pela expressa®)@a@e fornecer duas solugbes

vélidas para o valor do coeficiente. E necessario testar as duas solugbes, pois essmc
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numérico pode retornar ao longo de sua préprihatrie é possivel também encontrar um
ponto de bifurcacdo. Procura-se adotar um métadplss e suficientemente adequado para o
problema em analise. Para cada uma das solucdesmded-se o produto escalar do

incremento de deslocamento nesta iteragcdo comrenmento de deslocamento da iteracéo

anterior, e adota-se o valor do coeficiedteque corresponde ao produto escalar maximo, e

ao incremento dos deslocamentos com dire¢cdo edeentiais proximo do incremento
anterior.
Se for utilizado um processo de correcdo, como aoéde Newton-Raphson, pode-
se considerar que o0 ponto esteja exatamente sotaenimho de equilibrio. Dessa forma a
seguinte expressao é valida:
Au, =K, A F -AF) =AM K F =AJu, (0.300)
Substituindo-se a expressdo (0.300) na equacd®8j0.@btém-se as expressdes

simplificadas

(0.301)

5.3 ESTABILIDADE DE ESTRUTURAS

O estudo da estabilidadger se,é um assunto vasto que nao se restringe a Mecanica
de Estruturas, mas que pode ser observado em @aimgsos da ciéncia como a Biologia e a
Economia. Uma definicdo matematica de estabilidade,sua forma geral, € atribuida a
Liapunov em 1892 e pode ser encontrada na obradd@ART e CEDOLIN (2003, p.175).

A estabilidade de uma estrutura esta relacionaims caracteristicas dinamicas. Essa

relacéo € observada na definicéo feita por Diricéihe 1853 §pudFELIPPA, p.26-3):

“O equilibrio [de um sistema mecénico] é estavel a® se deslocar os
pontos do sistema de suas posi¢des de equilibrimndealor infinitesimal e
se for dada a cada ponto uma pequena velocidadeljros deslocamentos
dos diferentes pontos do sistema se mantém condieioso de pequenos
limites prescritos durante todo o movimento.”

De maneira semelhante, BAZANT e CEDOLIN (2003) wefin que uma estrutura €
estavel se uma pequena mudanca nas condi¢dessiaiagstrutura implica huma pequena

mudanca na resposta da estrutura. FELLIPPA (20@4;3) diz que uma estrutura elastica &
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estavel numa posicdo de equilibrio se essa reBbmasma posicao apos ser perturbada por
uma acgéao qualquer.

Dessa forma a abordagem dinamica é a escolha hp&weao estudo da estabilidade
de uma estrutura. Contudo, BAZANT e CEDOLIN (2003,78) e FALZON e HITCHINGS
(2006) argumentam que a andlise dinadmica de sistgrode ser substituida pela andlise
estatica dos estados de equilibrio em diversosads@ratica. Essa alternativa permite uma
verificacdo qualitativa da estabilidade com a vgea de uma maior simplicidade e menor
dispéndio de recursos.

REIS e CAMOTIM (2001) apresentam didaticamente otod@ do equilibrio
adjacente e 0 método energético, que sdo métothires de ampla utilizacdo na verificacéo
de estabilidade de sistemas conservativos.

O método do equilibrio adjacente investiga a em@te de uma configuracdo de
equilibrio adjacente a configuracdo fundamentah gamesmo nivel de carga considerada.
TIMOSHENKO (1953) cita que a determinacdo da caritica de uma coluna submetida a
um carregamento axial, conforme estabelecida ptarEm 1757, pode ser considerada um
exemplo de aplicacdo desse método.

O método energético consiste em comparar a enpag@ncial entre o estado de
equilibrio e estados adjacentes. Se todos os sstatjmcentes tém maior energia o equilibrio
€ estavel. Esse método também é apresentado poARZ2003, p.178) como teorema
Lagrange-Dirichlet: considerando que a energid tt@ontinua, o equilibrio de um sistema,
gue contenha apenas forcas conservativas e digagpaé estavel se a energia potencial do
sistema apresenta um minimo estrito.

Esse teorema s6 € aplicavel a sistemas em queagss fdissipativas ndo afetam a
funcdo de energia potencial da qual as forcas ocamibeas sao obtidas por diferenciacéo.
Desta forma com esta metodologia ndo se pode anamn precisdo a estabilidade de
estruturas em que ocorra comportamento ineldstomno a viscoelasticidade, a
viscoplasticidade, a plasticidade e a fratura.

Da mesma forma a metodologia ndo permite considargresenca de tensdes
residuais na andlise da estabilidade. Essas temsesalmente resultam do processo de
fabricacdo de perfis e chapas metélicas ou dascéé&cieonstrutivas empregadas, como a
solda. A norma NBR 8800 recomenda considerar aiénflia das tensbes residuais na
estabilidade ao se fazer o célculo do parametesbeltez.

Julga-se que esses temas sdo importantes parado €&t estabilidade e devem ser

propostos para trabalhos futuros.
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5.4 ENERGIA POTENCIAL EM SISTEMAS DISCRETOS

A energia potencid? é definida pela expressao:

P=U-W (0.302)
ondeU é a energia interna de deformacad’ € o trabalho das forcas externas.

Pode-se considerar que a energia potencial nuemgsinecanico € funcao do vetor
de deslocamentas e de um parametro de controle das forcas externas, de forma que se
tem

P=P(u,A) (0.303)

A variacao da energia potencial na vizinhanca dgpontou pode ser expressa por

AP = P(u+9du,A)—- P(u,A) (0.304)

onde u=[y u, u .. y]° (0.305)

Expandindo-se a expresséao (0.304) em série derTayinse

ap=topi loprtoipy (0.306)
1! 21 3l
onde
oP = za—Pcm (0.307)
izlaui

JZP:Zn:Zn: o°P Jy ou (0.308)

i=1 j=1 auiauj !
Fp=33S_OP  sisus 0.309
=222 ydu dy (0.309)

O método energético estabelece que, para o porder estavel, deve ser satisfeita a
relacéo
AP >0 para quaisquerdy;, ou,,dy,.,... (0.310)

Segundo LANCZOS (1970, p.113), a funcado Lagranglagam elemento fundamental
na andlise matematica de problemas mecanicos. @mp&oL representa o excesso de
energia cinéticK em relacdo a energia potend?alle um sistema, e € definido pela expresséo

L=K-P (0.311)

A acdoA é o objeto matematico definido como a integraldgrangiano entre dois

instanted, et

A= :1 Ldt (0.312)
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O principio de Hamilton, ou principio da menor agétabelece que o0 sistema
descreve uma trajetoria que torna o valor da Agéstacionario, isto é:

SA= ij Ldt=0 (0.313)
O principio de Hamilton representa uma formulacaoacional unificada, a partir da

qual o principio de D’ Alembert e o principio doaltalhos virtuais podem ser obtidos.

Especificamente, no caso de um sistema estatice¢éem

L=-P (0.314)
Substituindo-se a expresséao (0.314) na expressaBjdem-se
OoP=0 para qualquerdu, (0.315)
oP :
ou u = para qualquet (0.316)
U
Substituindo-se a expressédo (0.302) na expressan6j0obtém-se as condi¢des de
equilibrio
a_P:a_U_a_W:o (0.317)
ou dy aJy
Da definicdo de trabalho de forgas externas tem-se
W _ ik (0.318)
ou,

ondeF; sdo as forcas externas aplicadas.

As forcas externas sao equilibradas por forcasnageF, que podem ser calculadas

pela expresséo

= -F (0.319)

Substituindo-se as expressdes (0.318) e (0.319expaessdo (0.317) tem-se a
expressao matricial de equilibrio
F =AF (0.320)
ondeF, e F s&o os vetores de forgas internas e externasctegpeente.
Como a variacdo de energia potencial é positivaquilibrio estavel, substituindo-se

a expressao (0.315) na expressdo (0.306) obtéemesmdicdo do teorema de Lagrange-
Dirichlet

&°P >0 para quaisquerdu;, du, (0.321)

Com a expressao (0.302) tem-se
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O°P=0°U - oW (0.322)
e com a expressao (0.318) obtém-se
oW :E:o (0.323)
oy, ou; 0y
Substituindo-se a expresséao (0.323) na expressaZRjobtém-se
p=00=332Y 5 5 (0.324)
= 4= oudy, :

A derivada segunda da energia interna pode seess@por

2y oF
ou % ¢ (0.325)
dudu, Ay :

ondeK; € um termo da matriz de rigidez tangefte

Utilizando-se a expressao (0.325), a expressa@4P@ode ser expressa na seguinte

notagao matricial
O’P=90U=0u"K >0 (0.326)

A expressao matricial (0.326) representa uma fogoedratica da matrik e indica
que a estrutura apresenta equilibrio estavel seatiznde rigidez tangente for positiva
definida (JENNINGS, 1993, p.30). Como toda matrizsifpda definida tem determinante
positivo, a estabilidade da estrutura pode serisati a partir do determinante He A
condicdo de estabilidade dada pela expresséo {(88é ser substituida por

detK > 0 (0.327)

No entanto, a utilizacdo direta dessa condicdo mmiea s6 € vantajosa para
problemas com poucos graus de liberdade, poiscoloalle determinante dé com muitos
graus de liberdade é muito demorado e dispendioso.

Para contornar essa dificuldade, primeiro, utiieaa seguinte relacdo matematica

existente entre on autovaloresy; deK :
detk =[x (0.328)

A seguir faz-se uso de propriedades da matrizgiged. ComoK é real e simétrica,
todos os seus autovalores séo reais. Dessa forsegasites critérios de estabilidade podem
ser estabelecidos (FELIPPA, 2001, p.24-5):

(a) se x; >0 para qualquei, a estrutura € estavel na posicao de equilibrio;
(b) se x. =0 para qualqueir, a estrutura tem estabilidade neutra na posic&ajdiébrio;

(c) se x; <0 para algum, a estrutura € instavel.
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Considerando-se que a matkizvaria continuamente com o parametro de contdgle
uma estrutura estavel deve passar pela condicd@nies de se tornar instdvel. Como
consequéncia na condicao limite de estabilidatieste

A=A, (0.329)
detk (A, )= 0 (0.330)
KU, A,)®=0 (0.331)

onde® é um autovetor nao nulo.
As equacdes (0.330) e (0.331) estabelecem tegi@éogalizar os limites do equilibrio
estatico denominados pontos criticos.

Como os autovaloreg; de K séo reais, pode-se estabelecer a ordenagéo
XiSXoS XS S X, (0.332)
Dessa forma basta calcular o menor autovgjode K para se avaliar a estabilidade

da estrutura e num ponto critico tem-se
X, =0 (0.333)

5.5 LOCALIZACAO DE PONTOS CRITICOS

Considerando-se a ocorréncia da flambagem ocorrmstante 7 , BATHE (1996;

p.631) propde linearizagdes entre os instaret, resultando em
K ="K +A(K ="K ) (0.334)
F=""F+A('"F-""F) (0.335)
onde A é o fator de escala.

No instante da flambagem tem-se da expressao (0.331)

"Kd=0 (0.336)
Substituindo-se a expresséao (0.334) na expressa@ojdem-se
'K @ :A—_lt‘A‘K 0] (0.337)

A expressao (0.337) representa o seguinte probdienaaitovalor
'KD=y"™K® (0.338)

onde

y=)'7_l (0.339)
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Os valores calculadosi permitem determinar as correspondentes cargas de
flambagem e os autovalords correlatos indicam os correspondentes modos adégem.

Observa-se que no problema da expresséo (0.338%siecse a determinagéo de um
ponto de equilibrio antes do ponto critico e dempbnto de equilibrio apds o ponto critico.
Considera-se que essa necessidade pode oneracasgoppois a obtencdo de ponto pos-
flambagem é uma das dificuldades para o tracasdamého de equilibrio.

Considera-se também que a interpolacdo numérigasgta pode prejudicar a precisdo
e a convergéncia, uma vez que, a medida que agesaiitilizadas se aproximam do ponto
critico, elas se aproximam da condicéo de singldds.

Neste trabalho propde-se expandir a matriz tangéntem série de Taylor, obtendo-

se

oK 1 9% 10K
'K =K +(—) () += =
(au)( ) 219U? 319U3

Em seguida, desprezando-se os termos de ordem tjcadrguperiores, tem-se

(MU)*+ (MU)3+... (0.340)
'K DK +(‘;—E)(m) (0.341)

Considerando-se que o ponto de equilibrio estapre um ponto critico e fixando

um vetorAu, pode-se fazer a seguinte aproximacao para miesta flambagenn

K =K +(0—Kj(xm) (0.342)
ou
Substituindo-se a expressao (0.342) na expressa@6{dem-se um novo problema de
autovalor
{K +)((Z—KAUH(I):O (0.343)
u

O problema de autovalor dado pela expressao (Or&t®ssita apenas de um ponto de
equilibrio antes do ponto critico e o incrementonariz de rigidez na maioria das vezes nao
é singular. A variacdo da matriz de rigidez tangentalculada analiticamente, reduzindo a
influéncia da aproximacéo adotada.

5.6 CLASSIFICACAO DE PONTOS CRITICOS

FELIPPA (2001, p.5-3) apresenta quatro tipos deqsoatiticos:
(a) ponto limite isolado;
(b) ponto limite multiplo;
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(c) ponto de bifurcagéo isolado;
(d) ponto de bifurcacao mdltiplo.
Das expressdes (0.320) e (0.325) obtém-se

K du =F d/ (0.344)
Como a matriK é simétrica, num ponto critico € valida a expressa
®'K =0 (0.345)
Combinando-se as expressoes (0.344) e (0.345) ed#ém
(®'F)dA=0 (0.346)

A partir da expresséao (0.346) podem-se analisapadgicoes correspondentes a cada
tipo de ponto critico. S@'F#0 tem-se dA =0 e o caminho de equilibrio apresenta uma
tangente horizontal indicando um ponto limite, guaultiplo se houver mais de um vetbr
que satisfaca a expressdo (0.331). QuaddB =0, tem-se um ponto de bifurcacéo, que é

multiplo se houver mais de um vetdr que satisfaca essa condicdo e a expressao (0.331).

Na Figura 5.2 os pontos; e L, representam pontos limitesB é um ponto de
bifurcacéo.

u

Figura 5.2 — Pontos criticos (adaptado de FELIPRA12p. 5-4).

Os pontos de bifurcacdo sdo classificados em souste assimétricos. Os casos
simétricos sao subdivididos em estaveis e instaveis

A flambagem simétrica refere-se a condicdo em gestatura ndo apresenta uma
direcdo preferencial de deformacgédo a partir do gamftico. Quando se tem bifurcacao
simétrica estavel, o caminho principal se torndaved e o caminho secundario é estavel
(FALZON e HITCHINGS, 2006, p.12).
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A Figura 5.3 apresenta o diagrama forca-deslocameentral para a flambagem
simétrica estavel de uma placa simplesmente apodmdatodos os lados submetida a
compressao, que é apresentada por FALZON e HITCHI2G®5, p.14).

Forga

>

Caminho principal

/ instavel

Caminho secundario

estavel \ /
/
Caminho principal
estavel
Estado Deslocamento
inicial central

Figura 5.3 — Bifurcacao simétrica estavel.

A bifurcacdo simétrica instavel caracteriza-se teorcaminho secundario instavel. O
diagrama forca-deslocamento da Figura 5.4 apresertamportamento caracteristico da
bifurcacdo simétrica instavel para um modelo deaaslindrica sem imperfei¢cdes, que é
apresentado por FALZON e HITCHINGS (2006, p.15).

Forca
A

Caminho secundario
instavel

Caminho principal
estavel

»
|

Estado Deslocamento
inicial
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Figura 5.4 — Bifurcagéo simétrica instavel.

A bifurcacdo assimeétrica ocorre devido a assimetigeometria ou no carregamento.
O caminho secundario de equilibrio pode ser estavéhstavel, dependendo dos parametros

da estrutura. A Figura 5.5 apresenta o caminhaydgilerio para a bifurcacéo assimétrica.

Forca Caminho secundario
Caminho secundario
instavel
\ of— I_Donto dNe
Bifurcacao

S
+* \

Caminho principal
estavel

»
|

Estado Deslocamento
inicial

Figura 5.5 — Bifurcacéo assimétrica (adaptado deZ&MN e HITCHINGS, 2006, p.17).

A trelica do trabalho experimental de Koorda (19%%)d FALZON e HITCHINGS,
2006, p.17) € um exemplo pratico de bifurcacdonassica. A Figura 5.6 apresenta o
desenho esquematico da trelica e os modos de ft@nbala estrutura variando com a

posicdo do carregamento.

J;Q
=T o
I
e

—
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Figura 5.6 —Trelica de RoordagudFALZON e HITCHINGS, 2006, p.17).

BAZANT e CEDOLIN (2003, p.238) apresentam exemplogited dos tipos de
bifurcacdo. CROLL e WALKER (1975) também ilustram aflehdamente os casos de
bifurcagéo nos capitulos 4, 5 e 6 de seu trabaltilzando modelos tedricos, mostram que a
bifurcacdo simétrica estavel é pouco afetada pgeifeicbes ao contrario da bifurcacao
simétrica instavel e da bifurcacao assimétrica.

Koiter (1967,apud FALZON e HITCHINGS, 2006, p.17) mostra que imperdeis
iniciais reduzem a forga critica e que essa redécadais sensivel na bifurcacdo assimétrica
do que na bifurcacdo simétrica instavel.

5.7  ANALISE DE ESTABILIDADE DE PONTO CRITICO USANDO DERIVADS DE
ORDEM SUPERIOR

Como num ponto singular tem-se um autovetor deodasientosb em que
K®=0 (0.347)
resulta que, na direcdo @, tem-se com a expressao (0.326)
0°P=0°U =0 (0.348)
A partir das expressdes (0.315) e (0.348) vergeazue a andlise da estabilidade de
um ponto singular requer a avaliacao de derivadasgdem superior na expresséao (0.306).
A equacao de equilibrio dada pela expressao (03id9 ser redefinida pela equacgao
matricial
g(u,A)=f (u)—Af =0 (0.349)
ondef, ef sdo os vetores de forgas internas e externasctespeente.

O comprimento do caminho de equilibsipode ser definido pela funcao

s:s(u,)l):jds

onde (0.350)

ds=./du’du+ dA%p % f
e ¢ € um parametro de escala entre deslocamentogas for

Combinando-se as expressoées (0.350) e (0.349)dem-s

g(s) =f, (u(g)-A(9f =0 (0.351)
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Para simplificar a notagcdo os termos derivados elacdo a um deslocamento
infinitesimal ds ao longo do caminho de equilibrio sdo apresentadlasum apostrofo, isto
é:

u’ =% A :?9_/]5
(0.352)
0s° 05
Variando-se a expresséo (0.349) ao longo do candatequilibrio tem-se
sl =g g -Tr=0 (0.353)
Ku'-Af =0
Derivando-se a expresséao (0.353) ao longo do candatequilibrio obtém-se
Ku'+Ku"-Af "=Af =0
Para qualquer matrig de ordenm os autovalores JX;

e autovetores  unitarios
®, atendem a relagéo

K®, =)o,
(0.355)
Xi<X2<...<X,

Como os autovetoresp, constituem uma base de um espagaimensional,
CRISFIELD (1997, vol. 11, p.342) prop6e definir

u'=> Ad, (0.356)
i=1
em que os coeficientds podem ser determinados por
A= (I)iTu' (0.357)

Pré-multiplicando as expressoes (0.353) e (0.3bd)gpalquer autoveto®, tem-se,
respectivamente:

X®U-AD’f =0 (0.358)

OKU+ DU - D' -1"®f =0 (0.359)
Para o menor autovalob,de um ponto singular as equagoes (0.358) e (0.559)
simplificadas para

A0'f =0 (0.360)

O KU -ADf' -1"®f =0 (0.361)
A derivada da matriK pode ser definida pela expressao
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K'=Lu'+N A’
0°g
L=—> 0.362
U2 ( )
0°g
ouodA

De forma semelhante encontra-se
f'==(Nu"+A'M)
= azg
0A0du

g
Az

(0.363)

M=

Utilizando-se a equagéo (0.358), a expressao (P&BH6um ponto singular pode ser

reescrita como

u'=Ad, +Ay
onde n (@f (0.364)
i=2 )(I

Substituindo-se as expressoes (0.362),(0.363364Pna expressédo (0.361) obtém-se
a equacao quadratica
aA’+bA+c+ d=0 onde
a=o; (LO,®,)
b=® (LOy+Ly®,+2N®,) A’ (0.365)
c=®] (Lyy + Ny +M ) A"
d=-®/f A"
Em funcéo das expresséao (0.315) e (0.348) a varidg&nergia potencial em torno de

um ponto de equilibrio singular é calculada por

AP = —53P+ 5“ P+.. (0.366)
onde
5 5 n n nal 629
5P:5U=ZZZ L dyoudy =du’ — dudu (0.367)
i=1 j=Lk=1 ou, ou
e J'P= VY'Y Ay ou dy0 0.368
Ezlézlauauaqau 494 oudy (0359)

sdo calculados com = A

critico *
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Nas proximidades do ponto de singular pode-sezatik aproximacéo
oullu'As (0.369)

Substituindo-se a expresséao (0.369) nas expref38363) e (0.368) tem-se

Sy j A 0:370)

M:

1
-

o°P=0% :(

e ce-[$558 08

yuy q](a g’ (0.371)

5.7.1 Andlise de Estabilidade de Ponto Limite

Num ponto limite tem-se da expresséao (0.360)

A'=0
®F 20 (0.372)
gue substituida na expresséo (0.358) resulta em
®'u=yvA=0
X, XA (0.373)

A =0 parai>1
Para i=1 tem-se indeterminacdo no calculo Ae Utilizando-se o método do

comprimento de arco, esse coeficiente pode semaie@do por
uTu' =17 = A? (0.374)
ondel é o comprimento de arco adotado.
Dessa forma as direcfes do caminho de equilibaa@aédas por
=+l @, (0.375)

Substituindo-se a expressao (0.375) na expressajdem-se da expressao (0.366)
api i o 29 ps)’
0P @, a—uchlrpl (As) (0.376)

Na expresséao (0.376) verifica-se que o sinal devg@o de energia depende do sinal
de As, ndo atendendo a condigcdo de estabilidade dadaegptesséo (0.310). Dessa forma
fica demonstrado que qualquer ponto limite é iredtav

5.7.2 Analise de Estabilidade de Ponto de Bifurcacao

Num ponto de bifurcagcéo tem-se
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A#0 0.377
®’f =0 0.377)
O incremento de deslocamento na bifurcacao podeatariado por
u'=A® +Ay
n (@' (0.378)
iz i

Considerando-se que a forca extefnaé um vetor constante e substituindo-se a
expresséo (0.377) na expressao (0.365) obtémisghficacio
aA’+bA+c=0
a=@; (LO®,)
b=®] (LOy+Lyd,) N
c=®; (Lyy)A”

(0.379)

Se o coeficient& na expressédo (0.379) nédo for nulo temos duassrajze r,, que

fornecem as direcbes do caminho principal e do mamisecundario de bifurcacéo

assimeétrica
u, =r®, +yA
1 =PV (0.380)
u2 = r.2(1)1-'-y/12
Com o método do comprimento de arco, pode-se abterA, por meio de
uuy =17
; , (0.381)
u, u, =1

Substituindo-se a expresséo (0.380) na expressdd0j0tem-se uma expressdo da

forma
62 [2 62 ! 62
APD (rf’(l)f —au‘i‘ D, @, + A7y’ ﬁyy +rA q’fﬁq’ Y. -j(A'S)3 (0.382)

Como no caso do ponto limite, verifica-se que @lstla variagdo de energia depende
do sinal deAs. Dessa forma pode-se afirmar que um ponto dedaifd@io assimétrica é
instavel.
No entanto, se o coeficienteda equacao quadratica da expresséao (0.379) for asil
solugdes sao
A'=0 (0.383)

@] (Lyy) ¥
-
o] (Loy+Lyd,)

ou A=- (0.384)



106

A solucdo dada pela expressao (0.383) correspondeaainho da bifurcagao
simétrica, que, substituida na expressdo (0.378)ltee na direcdo a seguir no caminho

secundario
u'=A®, (0.385)
A substituicdo da expressao (0.385) nas expreg8@®&)) e (0.371) resulta em
AP[] A{‘(cpf %mlq)lq)lj(m)“ (0.386)

Dessa forma ndo se pode faagriori qualquer afirmacéo sobre a estabilidade de um

ponto de bifurcacdo simétrica, pois a analise thbéslade exige a avaliacdo do termo
3
@ Z—qu>lq>lq>l (0.387)

ou termos de ordem superior. Considera-se que aggibise esta além do escopo deste

trabalho.



6 RESOLUCAO NUMERICA

Neste capitulo descrevem-se aspectos do prograrpkenmantado para efetuar a
resolucado numérica do problema de instabilidade.
Aspectos inerentes ao seu desenvolvimento saocempae®s e justifica-se a sele¢do da

linguagem C++ para a implementacéo do programa.

6.1 DESCRICAO DO PROGRAMA

Os capitulos anteriores compdem a base tedricaratprgma de computacdo que é
desenvolvido nesta tese.

No capitulo 5 € desenvolvido o problema de ider@gdo da flambagem de uma
estrutura por meio da analise da sua matriz déezgao longo de um caminho de equilibrio.
Mostra-se que a busca do ponto em que a matrimyélar € realizada por meio da solugéo de
um problema de autovalor. Essa solugdo € implemantom os métodos numeéricos
apresentados no capitulo 2.

A cada ponto obtido para o caminho de equilibrio prablema de autovalor é
resolvido. Cada ponto de equilibrio é a solucaameproblema de equilibrio ndo linear em
gue o carregamento foi incrementado de maneirauadiag No programa esse incremento €
calculado pelo método do arco cilindrico, confoéragpresentado no capitulo 5.

A solucdo do problema de equilibrio é realizada peétodo de Newton-Raphson.
Trata-se de um método iterativo, que implica naletacdo da matriz tangente de rigidez da
estrutura a cada iteracdo devido a néo linearifiatba e geométrica. As matrizes de rigidez
tangente para barra e placa sdo desenvolvidasapdslos 3 e 4, respectivamente.

A implementacao procura garantir a eficiéncia nucaélo processo, tendo em vista o
esforgco computacional para resolver um problemaudevalor a cada incremento de forca.

S&do utilizados procedimentos classicos tais comalgoritmo de SLOAN (1989) para
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reordenagdo nodal e otimizagdo do perfil de arn@mmento da matriz. A solugdo do
problema de autovalor utiliza alternativamente @pramos de Jacobi, QR e Lanczos,

escolhidos em funcdo da dimenséo do problema.

6.2 SELECAO DA LINGUAGEM DE PROGRAMACAO

Os programas de manipulacdo simbdlica tém sidoomuiilizados para elaborar
trabalhos cientificos. Esses programas sao tamie@anunados “computer algebra systems”
(CAS). Algumas de suas versdes comerciais sdo Muslalthematica, MathCAD e MuPAD.

Segundo FELLIPA (2004, pag.5-3), “0 numero e a igade de programas de
manipulagdo simbdlica tem expandido dramaticamenta vez que a disponibilidade de
estacbes gréficas e computadores pessoais témagtmora programacao experimental e
interativa”. Nesses programas o0 usuario utiliza acdlagdo convencional de expressdes
matematicas para fazer a implementacdo de equagdesricas e simbdlicas. Dessa forma,
em muitas situacbes o pesquisador ndo tem a neéadesde aprender uma linguagem de
programacao como Fortran, Pascal, Basic ou C.

FELLIPA (2004, p.5-3) relata nas notas de seu cdesdintroducdo aos elementos
finitos” que:

“No entanto, para problemas maiores Mathematiciicemte superara uma
boa calculadora manual quando o problema for adien&0 a 20 equacdes.
Para até 500 equagbes e usando aritmética de fhoni@nte, Mathematica
dard a resposta em minutos num PC ou Mac veloz ne saficiente
memdéria, mas comecard a falhar com cerca de 100;8gs. Entre 1000 e
10000 equacbes, Matlab serd a melhor indicacaddmasdo o tempo de
computacdo. Acima de 10000 equacbes um programdingiagem de
baixo nivel como C ou Fortran sera mais eficiemetermos de tempo de
computacao”.

A quantidade de equacdes de problema de elememitss festd relacionada a
discretizacdo adotada para modelar a estrutura, ésttipo e quantidade de elementos
utilizados. COOK (1989, p. 573) comenta que a nagh de uma estrutura € uma arte
baseada na habilidade de visualizar interacfes$is depende muito da experiéncia de cada
analista. Dessa forma ndo é possivel de@inpriori a quantidade de equacdes que estardo
envolvidas em cada problema, mas, de maneira ganasidera-se que quanto maior for a

quantidade de elementos utilizados para modelsiratera melhor seréo os resultados.
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Em consequéncia, considera-se que o desenvolvirdernia programa em linguagem
de baixo nivel € mais adequado ao problema emagbais evita o risco de ndo se obter os
resultados esperados por falta de um programa adop

A escolha da linguagem de baixo nivel a ser utlhzam programacao cientifica é
assunto analisado por CAR#t alli (1997). Esses autores comentam que a comunidade
cientifica reconhece a necessidade de implememiacigios modernos de programacao,
especialmente a programacdo orientada a objetbaredanar o Fortran 77. E feita uma
comparacao entre o C++ e o Fortran 90, que é umlagio do Fortran para programacao
orientada a objeto.

Os quatro elementos principais utilizados no modeto objeto s&o abstracéo,
encapsulamento, modularidade e hierarquia.

A abstracdo consiste na conceituacdo do objeto édige do computador,
descrevendo suas propriedades e métodos intermasimaragir com dados internos e
externos.

O encapsulamento é uma técnica que permite escdades e métodos internos do
usuario. Dessa forma métodos internos do objet@rmoskr alterados sem interferir com o
programa que o manipula.

Estabelecendo uma interface fixa entre objetos,semgue-se modularidade e
flexibilidade no cédigo. Essas caracteristicas bfiogpm a tarefa de se elaborar um programa
por estagios ou por meio de equipes.

A hierarquia indica a relacdo entre objetos. Comdirguagens orientadas a objeto
tém uma propriedade denominada “heranca”, um obpjetie herdar dados e métodos de seus
objetos “paternos”, além de poder ter propriedamtisionais definidas. A heranca oferece
um grande potencial para reutilizar o codigo, etié na organizacdo dos moédulos que
compdem uma aplicacao particular.

As linguagens orientadas a objeto também permitepolonorfismo. Trata-se da
possibilidade de uma funcdo ter seu comportamegigrisnado de acordo com o tipo de
objeto que a invoca ou da lista especifica dosnpetrds fornecidos. O polimorfismo permite
aos programadores evitar a escrita de um coditgxinél e de elevada manutencéo.

C++ é uma linguagem de programacado totalmente tadana objeto. Suporta as
nocoes de abstragcdo, encapsulamento, modularidéikrarquia. A linguagem Fortran 90
permite programacdo orientada a objeto em algural.niBm Fortran 90 a abstracdo de um
objeto exige o uso de uma combinacédo de comandessalforma um codigo desenvolvido

em C++ é mais facil de ser reutilizado do que udiggbem Fortran 90.



110

Certas caracteristicas, nao relacionadas a progéamarientada a objeto, existem
somente em uma ou outra linguagem. As caracter$stidicionais do Fortran 90 podem ser
rapidamente incluidas em C++ sem necessitar quadiensao da linguagem. No entanto, a
inclusdo de importantes caracteristicas exclusiea€++ requerem alteracdo na sintaxe da
linguagem para serem incluidas no Fortran 90.

C++ é uma linguagem que conta com muito mais adep# comunidade de
engenharia de programas. Em consequéncia, proglamess e bibliotecas reutilizaveis em
C++ sado desenvolvidos mais rapidamente e em maantglade do que em Fortran 90.

CARY et alli (1997) comentam também que “... os desenvolvediggrograma da
comunidade cientifica que esperam ter maior makdou maior alavancagem com o setor
comercial estardo em melhores condicbes ao aprénder

Em vista do exposto, considera-se que a utilizat@&dC++ na implementacdo da
metodologia proposta € mais vantajosa do que &agiflo de programas de linguagem
simbdlica, Fortran 77 ou Fortran 90.

6.3 FLUXOGRAMA DO PROGRAMA

Os seguintes médulos do programa foram desenvalvido

0) entrada de dados — os dados referentes a nés,nitemeestricbes e configuracéo de
cargas da estrutura séo lidos de um arquivo tipd o formatacéo apropriada;

P) renumeracao de nds — o procedimento proposto p@ASIL(1989) foi codificado e
implementado para reduzir espaco de armazenaméenop® de processamento;

Q) matriz de rigidez de elemento de barra linear —punograma foi implementado para
calcular a matriz de rigidez de um elemento deapasua variagdo e as forcas
resistivas, fazendo-se a rotacdo necessaria paistema global de coordenadas da
estrutura;

r matriz de rigidez de elemento de placa néo linede forma semelhante calcula-se a
matriz de rigidez de uma placa, sua variagcdo eogms resistivas, fazendo-se a
rotacdo necessaria para o sistema global de catdenla estrutura;

S) matriz de rigidez da estrutura — o programa montaa&iz de rigidez da estrutura
armazenando os dados em forma condensada, combinarésultados das matrizes

de rigidez de cada elemento e considerando a reagé&wedos nos;
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resolucdo de sistema de equacdes lineares — o oné&ted Gauss-Jordan foi
implementado para resolver sistemas de equacdeards nos quais a matriz é
simétrica e esta armazenada em forma condensada;

resolucdo de caminho de equilibrio — o0 método do ailindrico foi implementado
para calcular o incremento de forca ao longo doimamn de equilibrio; para a
obtencao dos deslocamentos correspondentes aaaegasnento foi implementado o
meétodo iterativo de Newton-Raphson.

resolucdo de problema de autovalor — Os métodiites de Jacobi, QR e Lanczos
foram implementados para resolucéo de autovalsejedo do método a ser utilizado
é feita automaticamente com base no tamanho d&rdatproblema,;

saida de dados — além de saida de dados em argpiwdBXT, gera-se um arquivo
tipo DXF, que, ao ser importado por um programaCdd permite visualizar as
deformacg0des da estrutura;

O fluxograma do programa é apresentado na Figlra 6.
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Figura 6.1 — Fluxograma do programa.



7  APLICACOES DA METODOLOGIA

Neste capitulo determina-se inicialmente a solagéditica para a flambagem de uma
coluna discretizada por elementos finitos. Em sigyai metodologia proposta € aplicada em
diversas estruturas, considerando-se tanto a néaridade fisica quanto a nao-linearidade
geomeétrica. Os resultados obtidos com a formul@géposta sdo comparados com valores

analiticos e resultados publicados.

7.1  DETERMINACAO ANALITICA DE FORCA DE FLAMBAGEM DECOLUNA

Neste item calcula-se literalmente a forca de flageln para uma coluna
bidimensional submetida a forca de compressdo &iah coluna € discretizada por
elementos finitos de viga. Cada elemento apresmmtgprimentolL, area da secao constante
A, momento de inércig e material elastico com modulo de elasticidade

No capitulo 5 mostra-se que a forca critica de esteutura discretizada pode ser
calculada resolvendo-se a equacéo polinomial obdzondicao

detK )=0 (7.388)

Quanto maior é a discretizagdo adotada, maioragnartho da matriKk na expressao
(7.388) e maior € a dificuldade na obtencdo do$icestes do polindbmio associado. Neste
item a forca critica € determinada analiticamente teés casos, nos quais a coluna é
discretizada em um, dois e trés elementos, respentinte.

Para a montagem da equacdo polinomial adota-se #&izmde rigidez
tangentd apresentada por BAZANT (2003, p.76), que é dada por

K=K, +K | (7.389)

A parcelaK , € a matriz de rigidez linear elastica, que € dtgipor
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(7.390)

A parcelaK ,, que corresponde a matriz geométrica de rigidadgavwom a forga

aplicadaP, e é dada por

glo o

—|o
=
ol

(7.391)

Essa parcela corresponde ao primeiro termo dazaratrgente de rigidez do elemento

de barra apresentado no capitulo 3.
As condicbes de restricbes nodais sdo iguais eastas discretizacdes. A coluna foi

considerada apoiada nas extremidades. A Figuraagrésenta a discretizacdo com trés

elementos de viga.

Figura 7.1 — Barra bi-apoiada comprimida.
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No caso 1 a coluna é discretizada por apenas umepte. Este caso serve como
referéncia para avaliar a influéncia do aumentoddaretizacdo no calculo da forca de
flambagem.

Eliminando-se os graus de liberdade restringidosatiiz tangente de rigiddg fica
reduzida a

_4E|y+2p|_ 0 2E|y_ﬂ__
L 15 L 30
K = ETA 0 (7.392)
4El, 2PL
+
| L 15 |

A forca P, correspondente a flambagem deve satisfazer agémdi
detK )= 0 (7.393)
O menor resultado fornecido pela equacdo (7.39%rméa a forca criticd;.
Comparando-se essa forga com a forga de Eulerngaese
P, =1,216R, . (7.394)
Verifica-se que a aproximacao obtida com apenaslamento é limitada.

No caso 2 adota-se a discretizacdo com dois elesieA matriz de rigideXK
correspondente é dada por:

[ 4EI El 2E| i
y,2PL ,  GElL P y_PL 0
L 15 2 10 L 30
2EA 0 0 _EA 0
L L
24E| 6E|
- y +g O 0 _ L2Y _1_F;
K = L 5L (7.395)
8EIy 4PL 2EIy PL
+ —_——
L 15 L 30
EA
L
4El,  2PL
+
L L 15 |

Relacionando-se a for¢, relativa a matriz dada pela expressao (7.395) &donca
de Euler, obtém-se

P, =1,0075~,., (7.396)
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Observa-se que com dois elementos o erro obtidoetagdo ao valor tedrico ja €

inferior a 1%. Aumentando-se a discretizacdo p@selementos a matriz de rigidez é dada

por:
2L, SR A P 0 0 0 0
L 15 L 10 L 30
2EA 0 0 _EA 0 0 0 0
L L
24E|y+g 0 0 _1El, 6P _&El, P 0 0
L3 5L L2 5L L2 10
8Ely+ﬂ 0 6Ely+£ Ily_ﬂ_ 0 0
L 15 L2 10 L 30
K= 2EA 0 0 _EA 0
L L

24Ely+£ 0 0 _6E|y_£

[ 5L ? 10

8El, +ﬂ 0 2El, _PL

L 15 L 30
B

4, 2pL (7.397)
L L 15 |
Para a matriz dada pela expressdo (7.397) obtém{eeca criticaP,; dada pela
relacéo

P, =1,0013 (7.398)

uler

A solucdo analitica apresentada permite constataragmodelagem com apenas um
elemento deve ser evitada. Constata-se também gpeecisdo dos resultados tende a
aumentar com o aumento da discretizacdo, mas qaaliferenca muito pequena ja é obtida

com a utilizacao de apenas trés elementos.

7.2 ANALISE DA ESTABILIDADE DE COLUNA EM COMPRESSAMAXIAL COM
MATERIAL LINEAR

Analisa-se a estabilidade de uma coluna sujeitarapressao axial por meio da
aplicacdo numérica do programa desenvolvido. Cosa emalise pretende-se verificar a

influéncia da modelagem desenvolvida para o eleméatbarra e a precisdo dos processos

NUMEricos propostos.
A coluna apresenta comprimento, elementos de barra com secdo tubular com

didmetro externdD e espessuré conforme ilustra a Figura 7.2. A discretizacdedizada

com elementos de tubo 10S conforme dados da Talela
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Tabela 7.1 — Dados da coluna em compressao axial.

Diametro| EspessuraCompr., A I E
(mm) (mm) (m) |(10°m?) | (10°m? | (10°kN/m?)
168,27 3,4 5,83 1,761 5,986 1,7

t P

N

—

Figura 7.2 — Coluna em compressao axial.

Para os dados da Tabela 7.1, a forca de Pgdlgf correspondente é de 295,5 kN.

Na andlise numeérica as sec¢des dos elementos sétidsdas em trés coroas
circulares, e cada coroa circular é subdivididaderoito setores circulares.

A Tabela 7.2 apresenta os resultados analiticogndelvidos no item 7.1, os
resultados numéricos utilizando-se o programa debéado e os resultados fornecidos pelo
programa comercial SAP 2000.

N&o sdo apresentados os resultados analiticosspongentes a quatro e seis
elementos de discretizacdo, pela dificuldade deutikexposta no item 7.1, e por ndo serem

considerados relevantes para a comparagao.

Tabela 7.2 — Forca critica de coluna.

I:)cr/F)EuIer
N° de elementosAnalitico| Programa SAP 2000
2 1,0075| 1,0075 1,0032
3 1,0013| 1,0015 0,9999
4 — 1,0004 0,9995
6 — 1,0000 0,9996

Observa-se que os resultados do SAP 2000 séaaligeite menores que os resultados
analiticos e os resultados obtidos no programaoeddb, indicando diferencas entre os

modelos matemaéticos.
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Observa-se que os resultados do programa para dids elementos sdo compativeis
com os resultados da analise literal do item 7drifida-se também que aumentando-se a
discretizacdo o programa fornece grande precis8aesultados. Dessa forma considera-se
que a formulacdo proposta é adequada para seradtliem modelagens de estruturas mais
complexas. Os resultados do SAP 2000 podem sesmio@arametro de comparagao para
exemplos com material elastico linear.

7.3 COMPORTAMENTO NAO-LINEAR DO ACO INOXIDAVEL

O material com comportamento nao-linear fisico adotnos exemplos é um aco

inoxidavel. A tensdo referente a deformagéo espeaile 0,2% € dada pa , , = 200kPa.
O modulo de elasticidade iniciale=170GPa.

A relacdo tensdo-deformacdo especifica adotadaséatta na proposta Z-30.3-6
(DEUTSCHES INSTITUT FUR BAUTECHNIK, 2003). Essa agho € definida pela
expressao:

£ :%+o,ooz{i} (7.399)

0,2
onde
n=6 paraocs<R,,

(7.400)
n=17 para o> R,

A Figura 7.3. apresenta a curva tensao-deformagfaah por (7.399) e (7.400).

250000
[ A—
200000 / —_—
T 150000 /
=3
o /
ug
[%2]
& 100000
'_ /
50000 /
0
0.000 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010
Deformagao

Figura 7.3 — Curva tensédo-deformacéao especifiaa@aco inoxidavel.



119

7.4  ANALISE DA ESTABILIDADE DE COLUNA EM COMPRESSAMAXIAL COM
MATERIAL NAO-LINEAR

Nesta andlise a coluna da Figura 7.2 é modeladadosse seis elementos de barra
com secao tubular. Na Tabela 7.3 sdo apresentadearacteristicas geométricas adotadas
correspondentes aos tubos 5S, 10S e 40S. Adotasssraa discretizagcdo do exemplo 1 para
as secoes dos elementos.

S&o analisados cinco casos, conforme € mostradlabeda 7.3. O indice de esbeltez é
calculado pela razab/r , onde o raio de giragao é determinado per,/I /A . As alturas dos
casos 2a, 2c¢ e 2e sdo definidas de forma a mamesmo indice de esbeltez (igual a 100)
para as diferentes sec¢des. Os casos 2b, 2c e@kafam se¢do 10S e os indices de esbeltez
sao, respectivamente, iguais a 75, 100 e 150.

O carregamento basico de cada exemplo é definiohm @forca de flambagem para o

modulo de elasticidade na origem. A tenséo critmaespondenter, (linear) e a tensdo de
referéncia R, sdo mostradas na Tabela 7.3 para fins de compard@afator do
carregamentol correspondente ao ponto critico é igual a relagfie as tensoes criticas,
nao linear e linear.

Tabela 7.3 — Resultados obtidos.

Casg Tubo|D (mm)|t (mm)|L (mm)| L/r |Ryo2 (MPa)| 0., (MPa)| A Ocr (MPa)
(linear) (n&@o-linear)
00 200 167,78 | 0,65754 110,32
15 200 298,28 0,4416831,73
D0 200 167,78 | 0,65752 110,32
50 200 74,57 | 0,94704 70,62
00 200 167,78 | 0,65757 110,33

=

2a | 55| 168,27 2,74 585}
2b | 10S| 168,27 34 4373
2c | 10S| 168,27 34 583(
2d | 10S| 168,27 34 8744
2e | 40S| 168,27 7,11 570

VO ARSARRS=ARS AN AV
| Il L

As tensdes criticas, determinadas de forma aralffaza o comportamento linear,
foram avaliadas usando-se o programa e o maiowerificado € inferior dx10™.

Considerando-se o comportamento nao-linear asdsergidicas para os casos 2a, 2c e
2e sdo numericamente idénticas. Isso confirma quessivel estabelecer formulas da tensao
critica relacionando a geometria da secéo e odaeefe de esbeltez.

A Figura 7.4 apresenta os valores do fator de cargas valores do indice de esbeltez

L/r da Tabela 7.3, e o polinbmio que melhor corieaa o intervalo de dados.
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Figura 7.4 — Correlacao polinomial entre fator dega e indice de esbeltez.

Comparando-se os casos 2b, 2c e 2d observa-se cprapmrtamento ndo-linear tem
maior influéncia quando o coeficiente de esbeltamedor. Para o coeficiente de esbeltez
L/r =150 o problema se aproxima da solugéo linear.

Os dados obtidos no processo de convergéncia paranoplo 2¢ sado apresentados na
Figura 7.5. Como o carregamento basico correspaadmrregamento critico para o modulo
de elasticidade na origem, quando o carregametitadp e as deformacdes correspondentes
sdo pequenos, o0 médulo de elasticidade da estrétararoprio valor na origem, e o valor
esperado para o fator de for¢a do ponto critiguélia 1.

1.000 H—.\i
0.900

0.800 +

0.700 -
0.600 - /
0.500

forca

0.400

0.300 + K4
0.200 + ¢

Valor esperado para o fator critico de

Figura 7.5 — Coluna: convergéncia do caso 2c.
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Aumentando-se o fator de forca aplicado, o valdticor esperado converge para o
préprio valor aplicado, identificando um ponto icat

Observa-se que a aplicacdo do método do comprinmdmntarco registra somente o
comportamento nao-linear fisico e ndo identifigazoato critico de bifurcacdo, uma vez que o

carregamento € ortogonal ao modo de instabilidade.

7.5 ANALISE DA ESTABILIDADE DE PORTICO SUBMETIDO A FORCAS
VERTICAIS

O terceiro exemplo é o pértico apresentado na &igus. A estrutura é contraventada
na direcéo transversal. Os elementos apresentao s@psversal do tubo 10S (Tabela 7.3)
com a mesma discretizacdo adotada no item 7.4.

\P P P P

3.00

3.00
3.00

N /)
. . L 3.00 |,

(o) LNEAR " (b) NAO-LINEAR

S

Figura 7.6 — Portico contraventado: modos de iniglalde.

Considerando-se material com comportamento lineanédulo de elasticidade na

origem a forca critica obtida B, =1568kN. Ao considerar-se o comportamento ndo-linear
do aco inoxidavel do item 7.3 obtém-se o modo dwabilidade apresentado na Figura 7.6(b)
e forga criticaP, =313kN. A Figura 7.7 apresenta o deslocamento verticai@em que a

forca é aplicada nos dois casos, e mostra a dgfarsignificativa de comportamento com o

uso de material ndo-linear.
Ressalta-se que, apesar de semelhantes, os modwgaielidade linear e nao-linear

apresentam diferencas.
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Na Figura 7.8 observa-se o processo de convergéocialor esperado para a forca
critica para os dois casos.

1800
1600 -
1400
1200 ~
1000 ~ ~ = ==linear
800 ~ N&o-linear

600 -
00 -

4 -

200 -

O T T T T T
0.000 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030 0.035

Deslocamentovertical do né de aplicacédo da forca

\

Forca aplicada

Figura 7.7 — Pértico: deslocamento vertical do e@plicacdo da forca.

1800
1600 - —_— e o =
1400 (\ el
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1000 - \ , — — Linear
800 \ - N&o-linear
600

400 - \

200 .

critica

Valor esperado para a forga

0 500 1000 1500 2000
Forca aplicada

Figura 7.8 — Pértico: convergéncia da forca critica

7.6 ANALISE DA ESTABILIDADE DE TRELICA

A estrutura desta analise é apresentada na Figlwrdrata-se de uma trelica com 3,0
m de altura e vao de 12,0 m. Os elementos apreseamtenesma discretizacdo da secéo

transversal e 0 mesmo comportamento nao-lineaof@iotados na analise do item 7.5.
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Figura 7.9 — Trelica para primeira condi¢do derigd nodal
Aplica-se juntamente com a forgd no né central do banzo superior, uma forca
horizontal equivalente #£/100. O modo de instabilidade associado é apresentadédgura

7.9.
Na Figura 7.10 observa-se o caminho de equilibiitido com o método do

comprimento de arco com o ponto critico limite espondente a forca critidd, =248,&N,

determinada por meio da analise de autovalor.

3000 I

j/ 2488 kN
/ ~.

2000 / e~y
150.0

100.0 //
500 //

0.0
00000 00050 00100 00150 00200 00250 00300 00350

Deslocamento vertical maximo {m)

2500

P (kN)

Figura 7.10 — Método do comprimento de arco paragira condi¢cdo de restricdo nodal.

As condi¢fes de restricdo nodal da mesma analsaltsiadas conforme é mostrado

na Figura 7.11, juntamente com os modos de ingtat# n&o-linear encontrados.
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DR

Figura 7.11 — Trelica para segunda condicdo degéstnodal.

Observa-se na Figura 7.12 que a implementacdo tmdméo comprimento de arco

permite identificar o ponto critico limite corresputente aP, = 335,lN. Entretanto essa
formulacéo nédo identifica o ponto critico de bikg&o correspondente B, =316,8kN,

determinado pela metodologia proposta.

400

335.6 kN
350 A
// 316.8 kN

250
200 /
150 /
100 /
50 /

0 00 002 0.03 0.04 005
Deslocamento vertical maximo [m)

P (kN)

Figura 7.12 — Método do comprimento de arco pagarsga condicdo de restricdo nodal.
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7.7  ANALISE DA ESTABILIDADE DE ARCO TRELICADO

A estrutura desta andlise é apresentada na Figl@a A estrutura € um arco circular
formado por elementos de barra.. Trata-se de udaptacdo do arco que foi analisado por
CRISFIELD (1997, p.407) utilizando-se elementostr@éica e material de comportamento

linear.

Figura 7.13 — Arco trelicado (adaptado de CRISFIELE97).

Na Tabela 7.4 séo apresentados os dados da esteudardiscretizacao utilizada.

Tabela 7.4— Dados do arco trelicado.

Total de nos 42

Total de elementds 101
Raio 48 m
Altura 2m

Tipo de elemento| Barra néo linear
* secéao circular
e diametro — 0,064 m
» discretizacao
— 8 setores radiais
— 8 coroas circulares
Forca aplicada |P =100 kN

Material Linear elastico
E =2,0 x 18 kN/m?
v=0,3

Utilizando-se o programa desenvolvido obteve-seoigaf critica B= 293,8kN,
enquanto que o SAP 2000 apresentou valor de 288,8 k
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A Figura 7.14 apresenta o processo de convergéhtio.

Forca critica
400 \

350 -

300 | < /'

250 =

200

150 -

100

50

Valor esperado para a forga critica

-50

-100

Forca aplicada

Figura 7.14 — Arco trelicado: convergéncia da fangaca.

Na Figura 7.15 o modo de instabilidade correspaiedan ponto critico obtido esta
sobreposto a estrutura ndo deformada tracejada.

Figura 7.15 — Arco trelicado: modo de instabilidade

7.8  ANALISE DA ESTABILIDADE DE DOMO TRIDIMENSIONAL

O objeto desta analise € um domo tridimensionadsamtado nas Figuras 7.16 e 7.17.
Trata-se de estrutura, que foi analisada por CRESPI1(1997, p.395), na qual os elementos
de trelica foram substituidos por elementos degbarr

O carregamento é de 0,5 N no topo do domo e 1,tnNada um dos nés do anel

interno, conforme adotado no modelo de referéncia.
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Figura 7.16 — Vista superior de domo tridimensional

(adaptado de CRISFIELD, 1997).

N
P

2

| 6,22

N

Figura 7.17 — Vista lateral e em perspectiva dealtiidimensional

(adaptado de CRISFIELD, 1997).

Outros dados referentes ao domo séao apresentad@bela 7.5.
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Tabela 7.5 — Dados do domo tridimensional.

Total de nos

13

Total de elementd

S 24

Tipo de elemento

Barra nao linear

secao circular
diametro — 8 mm
discretizagéo

18 setores radiais
3 coroas circulares

Material

Linear elastico
E =2,0 x 18 kN/m?
v=0,3

A Figura 7.18 ilustra o processo de convergéncidatlor de carga critico. O fator

critico de forca obtido com o programa desenvolVaale 0,808. O valor obtido é proximo
5% do fator critico de forca igual a 0,855 forneqmklo programa SAP 2000.

1

0.8

0.9 l—.—ﬁ——"\

~__,

0.7 1

0.6

0.5 1

0.4

0.3 1

0.2

0.1 1

Valor esperado para o fator critico de forgca

0

0 0.2

0.4 0.6 0.8

Fator de forga aplicado

Figura 7.18 — Domo tridimensional: convergéncidator critico de forca.

A Figura 7.19 ilustra o0 modo de instabilidade cepandente ao fator de carga

calculado.
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Figura 7.19 — Domo tridimensional: modo de instdhde.

7.9  ANALISE DA ESTABILIDADE DE DOMO HEMISFERICO SCWEDLER

Neste item analisa-se a estabilidade de domo hémeisf Schwedler estudado por
ALVES (1995, p.229). A Figura 7.20 ilustra a estrat com a discretizacdo adotada na

analise realizada.
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Topo
Anel 1
Anel 2
f
Anel 3

Figura 7.20 — Domo hemisférico Schwedler discrelizpor elementos finitos (adaptado de
ALVES, 1995).

A Tabela 7.6 apresenta informacgdes sobre os eleserds forcas aplicadas. Adotou-

se o0 carregamento proposto por ALVES (1995, p.229).

Tabela 7.6 — Domo hemisférico Schwedler: dadosstaetizacao.

Total de n6s 265
Total de elementos 432
Tipo de elemento Barra néo linear com segéo circular

Diametro — 0,064m

Discretizagao — 8 setores radiais e 8
coroas circulares

Forcas aplicadas Topo - 80,42 kN
Anell — 17,63 kN
Anel 2 — 24,94 kN

Anel 3 — 17,63 kN

Material dos elementg€omportamento elastico linear
E=20x16 kN/m v=0,176

A Figura 7.21 apresenta o processo de converg@ftido para o fator critico de

for¢a ao longo do caminho de equilibrio.
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Figura 7.21 — Domo hemisférico Schwedler: convet@gédo fator critico de forca.

O mesmo modelo foi analisado com o programa SAR.2Q0Tabela 7.7 apresenta a

comparacao dos dados obtidos. Considera-se quiéeeangdas sdo aceitaveis e que ocorrem

devido as diferencas existentes entre os modetiadus em cada metodologia.

Tabela 7.7 — Domo hemisférico Schwedler: compardea®sultados.

Fator criticg Diferenca
de forca
Programg 0,587 -
SAP 2000 0,628 7%
ALVES 0,649 10%

A Figura 7.22 ilustra o modo de instabilidade obtgie corresponde ao fator critico

de forca calculado.
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Figura 7.22 — Domo hemisférico Schwedler: modondéabilidade.

Observou-se grande influéncia da escolha do inaremee fator de forca para a
obtenc¢&o do tragado do caminho de equilibrio, s#teesio-se de intervengdo nos dados de
entrada do exemplo.

7.10 ANALISE DA ESTABILIDADE DE DOMO HEMISFERICO GITERKUPPEL

A estrutura deste item € um domo hemisférico Gitgpel, que também foi analisado
por ALVES (1995, p.229). A Figura 7.23 apresentmrana da estrutura e a discretizacao
adotada. Os dados dos elementos e forcas sdo osmda Tabela 7.6, que foram utilizados

na analise do domo Schwedler.
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Figura 7.23 — Domo hemisférico Gitterkuppel

(adaptado de ALVES, 1995).
A Figura 7.24 apresenta o0 processo de convergé@itido para o fator critico de

forca ao longo do caminho de equilibrio.
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Figura 7.24 — Domo hemisférico Gitterkuppel: cogégrcia do fator critico de forca.
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A Figura 7.25 ilustra 0 modo de instabilidade cepandente ao fator critico de forca
calculado.

] T <=

P \\ei =N

| e N
<\

7 S R \

Ny

NS
WA

Figura 7.25 — Domo hemisférico Gitterkuppel: modarstabilidade.

A Tabela 7.8 apresenta a comparacao entre osaessltdo programa desenvolvido,
do SAP 2000 e da tese de ALVES. As diferencas entists podem ser causadas pela
diferenca entre os modelos de elementos finitosadds em cada metodologia, bem como
aos diferentes processos numericos utilizados teano®o dos autovalores.
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Tabela 7.8 - Domo hemisférico Gitterkuppel: compacade resultados.

Fator criticq Diferenca

Programg 0,687 -
SAP 2000 0,713 4%
ALVES 0,783 12%

ALVES (1995) mostra que o domo Gitterkuppel apreséator critico de forca maior

do que o domo Schwedler. A Tabela 7.9 apresenban@aracao do fator critico de forca para

os dois domos. Os resultados obtidos com o progrdesanvolvido apresentam valores

préximos aos dos outros resultados, mostrando hae¥éncia entre os resultados dos dois

domos.

Tabela 7.9 - Comparacéao entre domo GitterkuppeheodSchwedler.

Fator critico de forca

Gitterkuppel Schwedler Gitterkuppel /Schwedler
Programg 0,687 0,587 1,170
SAP 200Q 0,713 0,628 1,135
ALVES 0,783 0,649 1,206

7.11 ANALISE DA ESTABILIDADE DE PLACA QUADRADA EM GMMPRESSAO

Neste item analisa-se uma laje quadrada simplesnagriada submetida a forca de

compressdo uniformemente distribuida. As condigdescarga e restricdes adotadas sao

apresentadas na Figura 7.26. A placa é discretizagtao elemento finito desenvolvido no

capitulo 4.



136

Pttt

Figura 7.26 — Carregamento e restricdes de placa.

A Tabela 7.10 apresenta as dimensdes da laje e dadmaterial utilizado na analise

numeéerica.

Tabela 7.10 — Dados da placa quadrada.

Elemento de discretizagfio Casca plana nao-linear

Largura (m) 1,25
Comprimento (m) 1,25
Espessura (mm) 8
Material Comportamento elastico linear

E=1,7x18 kN/m?

Carga aplicada | Compressao
N= 200 KN/m

A menor forga criticaN, de uma placa retangular, com comprimeatdargurab,

espessurd, simplesmente apoiada e sujeita a forca uniforméenédistribuida, apresenta
solucao analitica dada por:

__p’Dan_ ad
N = g+ (7.401)

“ b? mo
ondem € um ndmero inteiro @ = a/b (BAZANT, 2003, p.433).
O termoD ¢ arigidez a flexdo da placa que é definido prfaessao

Et®

D= o ) (7.402)

A menor forga critica para a condicac 1, isto é,a=b, ocorre quandon=1. Dessa

forma o fator critico de forca da placa quadradieper calculado por
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__ 4p°D
Icr__ 2
a'N

(7.403)

Adotando-se material com coeficiente de Poissen0, sdo analisados quatro casos

em que sequencialmente aumenta-se a discretizaggmada tanto na largura quanto no

comprimento. A Tabela 7.11 apresenta esses casosespectivos resultados.

Tabela 7.11 — Resultados para a placa quadradaneom

Fator critico de forca

Casqg N° de elementas i?;%igo d?%srgg?gr?]a Diferenca
9a 1 0,916320 1,392083 42,9 %
9b 2x2 0,916320 0,9728877 6,2 %
9c 3x3 0,916320 0,9173775 0,1 %
od 10x 10 0,916320 0,9163150 0,0 %

Na Tabela 7.12 os casos de discretizacdo da Tdalelssdo mantidos e o coeficiente

de Poisson do material é alterado para0, 3.

Tabela 7.12 — Resultados para a placa quadradanco@)3.

Fator critico de forca

Resultado Resultado | Diferenca
Casq N° de elementos o
Analitico do Programa | percentual
%e 1 1,0069455 1,5297617 51,9 %
of 4 1,0069455 1,0632214 56 %
99 9 1,0069455 1,0005213 -0,6 %
9h 100 1,0069455 1,0060082 -0,1 %

Verifica-se pelos dados das Tabelas 7.11 e 7.12aqiiscretizagdo com apenas um

elemento ndo deve ser utilizada. Os resultadogdadbtios casos 9c, 9d, 9g e 9h indicam que

se deve adotar uma discretizacdo com mais de tertos em cada borda, e que com o

elemento de casca plana desenvolvido conseguetse r@sultados préximos dos valores

analiticos.

A Figura 7.27 apresenta os dados da diferencaqestedos resultados e do niamero
de elementos de discretizacao das Tabelas 7.11Pe 7.
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Figura 7.27 — Diferenca percentual dos resultados@mero de elementos de discretizacao.

Observa-se que a alteracao do coeficiente de PoreBm altera a ordem de grandeza
da diferenca entre a solucdo analitica e a solngawrica obtida a partir de quatro elementos
de discretizacdo. Com mais de nove elementos aeetia¢do o erro percentual € pouco
significativo.

O modo de instabilidade correspondente ao cascaphesentado na Figura 7.28.

Figura 7.28 — Placa quadrada: modo de instabilidade

Adotando-se o comportamento do aco inoxidavel em i.2 para o caso 9.h, o fator
critico de forga é alterado para =1,005679¢, mas o modo de instabilidade permanece o

mesmo.
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Apesar dos cuidados adotados com a selecdo dodasétaméricos e implementacao
computacional, observa-se que 0 caso 9h consonreaiar tempo de processamento que 0S

exemplos anteriores.

7.12 ANALISE DA ESTABILIDADE DE PLACA RETANGULAR EMCOMPRESSAO

Este item apresenta uma placa retangular simpldsmagoiada submetida a carga de
compressao uniformemente distribuida. O elementplaea desenvolvido no capitulo 4 é
utilizado para discretizar a estrutura em 5 poeléénentos.

Sé&o adotadas as mesmas condi¢cOes de forca edestaigresentadas na Figura 7.26.

Tabela 7.13 — Dados da placa retangular.

Discretizacdo | 5 x 10 elementos de casca planainéax|

Largura (m) 1,25
Comprimento (m 2,50
Espessura (mm 5

_ Comportamento elastico linear
Material | E =1,7x16 kN/m?

v=0,3

Forca aplicada | COmpressao
N= 200kN/m

A solugdo analitica para a menor forca criticatédalda expressao (7.401) para 2

e m= 2. A Tabela 7.14 apresenta a comparacao dos ressltdudidos.

Tabela 7.14 — Placa retangular: comparacéo deadssl

Solugdo | Forca critica (kN/m)

Programa 201,18
Analitica 201,39
Diferenca 0,10 %

A Figura 7.29 apresenta o correspondente modostighifidade calculado.
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Figura 7.29 — Placa retangular: modo de instalikda

Com o comportamento do ago inoxidavel do item @#ém-se o mesmo modo de

instabilidade e uma forga critica ligeiramente mmemy, = 201,11 kN/m.

7.13 ANALISE DA ESTABILIDADE DE ARCO PARABOLICO

A estrutura deste exemplo € um arco parabdlicostadga com 8 m de vao, 2 m de
altura, 4 m de largura e 8 mm de espessura. Adatizacdo consiste em 10 elementos de
casca plana ao longo da largura e 20 elementoasta @lana ao longo do vao. O material
adotado é o aco inoxidavel discutido no item 7.2.

Aplica-se uma forca vertical uniformemente distfittude 1 kN/rfy obtendo-se um

fator critico de forcd _, = 1,768. O modo de instabilidade correspondente é apradenta

Figura 7.30.

Figura 7.30 — Arco parabolico: modo de instabilelad
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Ressalta-se que devido a maior discretizacdo aalotsta analise ocorre um aumento

significativo no tempo de processamento.

7.14 LAMBAGEM AXISSIMETRICA DE TUBO CIRCULAR

Neste item analisa-se um tubo circular sujeitorapressao axial uniforme. O modelo
apresenta rai® = 0,5 m e espessuta& 5 mm. O material adotado apresenta comportamento
linear elastico com médulo de elasticida@ie= 1,7x16 kN/m? e coeficiente de Poisson
n=0,3.

O tubo foi dividido em 12 secdes circulares igumislongo do comprimento. Cada
secao circular foi subdividida em 36 elementosasea plana.

A solucéo analitica da forca critich, para flambagem axissimétrica de cascas
cilindricas (BAZANT, 2003, p.450) é dada por:

N, = Déﬁ ¥ %%% (7.404)

Nessa expressao o termcé a rigidez a flexdo da casca plana, definido petressao

(7.402) e o terma , que minimiza a expressao, é dado por

a= (7.405)

—|o

ondeL € o meio comprimento de onda de uma solucédo peaiddue ocorre quando a
estrutura € simplesmente apoiada e seu comprinie@ntmultiplo do meio comprimento de
ondaL.

O valor minimo da forga de flambagem na expressa®4) ocorre para

Et &
a= %% (7.406)

Para o exemplo adotou-se um tubo com cinco comptosale onda de comprimento,
obtendo-se para o comprimerite= 0,864 m. A Tabela 7.15 apresenta a comparacdo dos
resultados considerando-se uma forca aplicagaB000 KN/m.

A diferenca dos resultados pode ser explicada faelep discretizacdo adotada para a
forma circular, bem como pelas diferencas de foagao entre elementos de casca com e sem
curvatura.

Considera-se que com elementos de casca com aaraatnetodologia pode obter um
resultado mais preciso com menor discretizacao. dCondesenvolvimento desse tipo de

elemento extrapola o escopo deste trabalho, o égpnaposto para novas pesquisas.
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Tabela 7.15 — Flambagem axissimétrica: comparagdesiltados.

Solucédo | Fator critico

Programa 1,137

Analitica 1,029

Diferenca 10,5 %
A Figura 7.31 ilustra 0 modo de instabilidade cgpandente ao fator critico de forca

obtido. Observa-se que o modo de instabilidadermi@tado apresenta formato semelhante a

flambagem axissimétrica.

Figura 7.31 — Flambagem axissimétrica de tubo larcu

Como na andlise anterior, devido a necessidadeuitesrelementos na discretizagao,
0 tempo de processamento em cada iteracdo aumesdtante, ressaltando-se a necessidade
de se preocupar com a otimizacao do codigo.

7.15 FLAMBAGEM LOCAL DE TUBO QUADRADO

Neste item analisa-se um tubo quadrado sujeitargrEssao axial uniforme. O tubo
foi dividido em oito sec¢bes iguais ao longo do campnto e cada lado da secéo foi
subdividida em quatro elementos. O modelo apresemgprimentd=1,2 m, ladd=0,16 m e
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espessurd=2,75 mm. O material adotado apresenta comportamimar elastico com
modulo de elasticidadg = 1, 7x16kN/m? e médulo de Poissom= 0,3.

BULSON (1970, p.302) apresenta a seguinte expreps@@ a tensdo critica de

flambagem local:

K, p’Exd
5, = P —f (7.407)
3(1- n?)8b%

onde um tubo quadrado com espessura constanteafars == 4.

Para os dados do exemplo temse= - 181,6 MPe, que corresponde a uma forgca
N, = - 499,3kN/m. Aplicando-se uma for¢aN = - 500 kN/m obtém-se os resultados

apresentados na Tabela 7.16

Tabela 7.16 — Flambagem local de tubo quadradopacagéo de resultados.

Solucédo Elementos por se¢&ecbesFator criticg Diferenca percentual
Programa - 96 elementos 12 8 0,287 -711 %
Programa - 128 elementps 16 8 0,420 -58 %
Programa - 192 elementos 24 8 0,422 -58 %
Programa - 384 elementos 24 16 0,796 -20 %
Programa - 480 elementos 16 30 0,950 5%

Analitica 0,998

Os dados referentes a diferenca percentual e nisheeetementos de discretizacdo da
Tabela 7.16 sédo apresentados na Figura 7.32. Gbkserma Figura 7.32 que a precisdo do
resultado melhora com o aumento do nivel de digag#o. No entanto, aumentando-se a
quantidade de elementos, aumenta-se significatinearee tempo de processamento em cada
iteracdo. Desta forma ressalta-se a necessidade pleeocupar com a otimizacado do codigo

para se obter bons resultados em tempos aceitaveis.
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Figura 7.32 — Diferenca percentual vs. nimero eémehtos de discretizacao.

O modo de instabilidade obtido é apresentado nadig.33.

Figura 7.33 — Flambagem local de tubo quadrado.

Utilizando-se a curva do aco inoxidavel do item,@ fator critico de forca se reduz

paral , = 0,943

7.16 OBSERVACOES

A analise da estabilidade de coluna do item 7.2maagie as diferencas nos modelos
matematicos influenciam os resultados obtidos. HEs#aéncia é também observada nos
exemplos 5 a 8, ao se comparar os resultados dpapna desenvolvido com o0 programa
comercial SAP 2000.
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Nas analises de estabilidade dos itens exemplgs7/B4e 7.6 verifica-se que o
programa consegue identificar os pontos limite bifigcacgéo.

Nas analises de estabilidade da placa quadradaptada retangular, os resultados
obtidos diferem pouco dos resultados analiticosjaado o elemento finito desenvolvido no
capitulo 4 e o procedimento adotado para o calado carga critica em estruturas
discretizadas por placas.

Apesar da utilizagcdo de métodos numéricos e tésmicmputacionais adequadas, nas
analises de estabilidade do vao parabodlico, do taboular e do tubo quadrado,
respectivamente, itens 7.13, 7.14 e 7.15, o progr@onsome muito mais tempo de
processamento do que nas demais analises. Deasta foanalise de estabilidade de estruturas
com maior complexidade pode se tornar inviavel.ténizacdo do cédigo € recomendada
para que a metodologia seja executada dentro dedpsraceitaveis. Considera-se que essa
otimizacdo esta além do escopo deste trabalhaneaélas propostas para novas pesquisas.

Mesmo com um desconhecimento inicial, a implemématag linguagem C++ reduz o
esforco envolvido na implementacédo de novos méceiloisjetos, apresentando vantagens em
relacdo a outras linguagens de programacao.

O procedimento implementado para ajuste do increanda fator de carga nao é
suficiente para determinar o caminho de equilibriotodas as situacfes. Nos exemplos 5 a 8
e 10 a 13 h& necessidade de intervencao do anais@antrole das iteracdes para se agilizar o
calculo da carga critica de flambagem. O aperfengrdo deste procedimento € recomendado
e merece ser assunto de futuras pesquisas.

No exemplo 13 o aumento da precisdo, associadaraerdo da discretizacdo, ressalta
a importancia do analista no processo, pois, namalos casos, a discretizagcédo da estrutura
é definida por ele. COOK (1989, p.24) salienta guuacao do analista € fundamental tanto
na elaboracédo do problema quanto na avaliacdoesotados. Estes devem ser comparados
com solugbes de modelos mais simples, com estsutseanelhantes ou com outros
programas. Considera que, acima de tudo, o analest® fazer uso de bom senso e
experiéncia nos seus julgamentos.

Verifica-se também que ha pouca modificacdo nadteets, ao se alterar de material
com comportamento linear para nao-linear, pois ea@mplos o ponto critico ocorre em
condi¢cdes préximas das lineares.

Os exemplos analisados permitem constatar que:

a) os resultados numéricos sao consistentes;
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b) a metodologia proposta consegue identificar gomtriticos, que ndo sdo identificados
apenas com o tracado do caminho de equilibrio;

C) consegue-se determinar casos particulares hddigem, como a flambagem axissimétrica
de tubo de secéo circular e a flambagem local lole die secéo quadrada.

Desta forma considera-se que a implementacéo @&zedi@ proposicao feita nesta tese
contribui para o estudo da estabilidade.

Nas aplicacbes apresentadas da metodologia ndonalesoa a presenca das
imperfeicdes na estabilidade estrutural. Considerajue a modelagem das imperfeicbes
exige uma formulacdo matematica, que extrapolaopesdeste trabalho.

Pode-se encontrar uma cuidadosa andlise da sefeileil da estabilidade as
imperfeicdes no trabalho de KOITER (1945), demamsto que as imperfeicbes reduzem o
valor da forca critica nos casos de bifurcacaoradsica e bifurcacao simétrica instavel.

Propbe-se que em futuros trabalhos seja implemeraadodelagem de imperfeicoes

estruturais para analisar a estabilidade estrutural



8 CONCLUSOES

Nesse trabalho pesquisa-se a determinacdo numéaicenenor forca critica de
flambagem de uma estrutura conservativa modeladalpmentos finitos, utilizando-se a
formulac&o analitica da variagdo da matriz de egithngente.

Inicialmente salienta-se que a instabilidade estalitt uma das principais causas de
falhas estruturais. Apresentam-se exemplos de rogdsis, nos quais se observa que a
utilizagdo de materiais com alta resisténcia, acduse menores custos e as exigéncias
estéticas propiciam projetos estruturais com elémsesusceptiveis a instabilidade.

Elabora-se uma cuidadosa revisdo dos métodos ruowére computacionais
relevantes para a consecucdo deste trabalho, comouaeracdo de nos, a solucao de
sistemas de equacdes lineares, a solugcdo de peobimmeralizado de autovalor e o
armazenamento de matrizes esparsas.

Argumenta-se que a verificagcdo da estabilidade pseterealizada pela analise
estatica, obtendo-se bons resultados com aplicage@simples do que a analise dinamica.

Na analise estatica de estruturas discretas mestyae:

a) a aplicacdo do método energético resulta num prablele autovalor que permite
identificar pontos singulares do caminho de equdjb

b) a determinacdo do caminho de equilibrio exige no&adcrementais adequados para
tratar as n&o-linearidades;

c) como, em cada ponto de equilibrio obtido, a equdgéemental e o problema de
autovalor devem ser resolvidos, a matriz tangeategidez e sua respectiva variacdo tém que
ser recalculadas a cada iteracao.

Na metodologia proposta o caminho de equilibri@t&mininado pelo método do arco
cilindrico seguido de correcdo pelo método de NeviRaphson.

As principais contribuicdes desse trabalho séo:

a) utilizar uma formulacdo mais expandida paralout@ da variacdo da matriz de rigidez

tangente no problema de autovalor,
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b) aplicar o calculo de autovalor em cada etapeadtuinho de equilibrio.

Em outras abordagens a variacdo da matriz tangeeteigidez é obtida por
interpolacdo numeérica ou sem considerar a infléémids nao-linearidades geométrica e
fisica. Na abordagem adotada esta variacdo é dsEselav analiticamente para cada
elemento, considerando-se ambas nao-linearidadesterirmente a forma analitica é
calculada numericamente. Isto implica numa impldagio mais complexa e
computacionalmente mais onerosa, mas que aprdsamtaesultados.

Para a aplicacdo da metodologia proposta sdo dase&lns dois elementos finitos
tridimensionais, barra e casca plana. Os resultadtisfatorios mostram que a utilizagdo da
formulacdo Lagrangeana Total nesses elementos gquadke a metodologia. No entanto,
observa-se que estruturas modeladas com os elegrdmtasca plana consomem muito mais
tempo de processamento devido a maior complexideste elemento.

Verifica-se que nos exemplos analisados, o progranmpéementado obtém valores
para o fator critico de carga, que estdo bastantenpos tanto das solu¢des analiticas quanto
das solucdes numéricas correlatas.

Constata-se que a metodologia consegue identifpoatos criticos, que nao sao
identificados apenas com o tracado do caminho délileip. Consegue-se, também,
determinar casos particulares de flambagem, corflangbagem axissimétrica de tubo de
secao circular e a flambagem local de tubo de sggadrada.

Desta forma conclue-se que a metodologia apresestaficaz e que o objetivo desta
tese foi atingido.

Considera-se que o0 coédigo desenvolvido apresentangal para analisar a
estabilidade de quaisquer estruturas que possamissgetizadas por placas ou vigas. Isto
representa uma vantagem sobre os métodos analjpiaissestes se limitam, na maioria dos
casos, a solucdes de problemas com geometria simple

Além disso, como a maioria dos trabalhos praticesedgenharia de estruturas se
aplica a sistemas conservativos, este trabalhoribonfpara o estudo da estabilidade de
estruturas em geral.

A utilizacdo de C++ em detrimento de outras linguesg de programacgao, como
Fortran e Pascal, mostra que suas caracteriségpestas no capitulo 6, permitem grande
facilidade na implementacg&o de programas de pesquis

Esse trabalho também mostra que a metodologia gedenplementada com baixo
custo, utilizando-se um computador de pequeno pipePC e sem a necessidade de pacotes

de programas especiais de analise estrutural dis@namérica.
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Desta forma, utilizando o método dos elementosoiné a solucdo de problemas de
autovalor, contribui-se para o desenvolvimento mi@Eise da estabilidade de estruturas com
comportamento fisico linear e nao-linear.

No entanto, alguns aspectos merecem ser aperfegoAtEm disto, como esta tese
apresenta uma pequena parcela do assunto, s&® dsitaeguintes sugestbes para futuros
trabalhos:

» formulacdo de elemento de casca com paredes finas;

« formulacdo de elementos de placa e casca com gagspessas;
» otimizagéo do cadigo visando reduzir o tempo deggsamento;
» aperfeicoamento da determinacdo de caminho critico;

» codificacdo visando processamento paralelo disttdyu

» elaboracdo de exemplos visando compara¢do com sdécwEcas.
» analise dindmica da estabilidade;

* influéncia de tensdes residuais na estabilidade;

* influéncia de imperfei¢cdes estruturais na estadulé]

* estabilidade de estruturas inelasticas.
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